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Alle bestemmelser, der er bindende for undervisningen og prgverne i de gymnasiale uddannelser,
findes i uddannelseslovene og de tilhgrende bekendtgarelser, herunder leereplanerne. Denne Vej-
ledning/Rad og vink indeholder forklarende kommentarer til nogle af disse bestemmelser, men ind-
farer ikke nye bindende krav. Desuden gives eksempler pa god praksis samt anbefalinger og inspi-
ration, og den udger dermed et af ministeriets bidrag til faglig og paedagogisk fornyelse.
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0. Introduktion

Undervisningsvejledningen indeholder uddybende og forklarende kommentarer til leereplanens for-
skellige punkter samt en raekke rad og vink til tilretteleeggelsen af undervisningen. Citater fra lere-
planen er angivet med citationstegn.

Det er leererens ansvar at tilrettelaegge en undervisning, der giver eleverne mulighed for at opfylde
kravene i leereplanen. Dette ansvar kan ikke overlades til en given lerebog. Lareren skal kende
lereplanen i alle detaljer og skal selv treffe en raekke beslutninger om, hvordan de forskellige punk-
ter udmentes pa netop dette hold pa netop denne studieretning.

Pa fagets side pa emu’en, www.mat.dk, og pd siden www.uvmat.dk ligger materialer, der frit kan
anvendes, og som rummer forslag til forleb og noter inden for alle faglige omréder, opleg til fagligt
samarbejde og ideer til studieretningsprojekter, inspiration til mundtlige eksamensspergsmal, vej-
ledning til udformning af skriftlige opgaver og projekter samt meget andet.

I lzereplanens afsnit 2.1 er formuleret de faglige mal, som eleverne skal nd i undervisningen i mate-
matik. De faglige mal er grundlag for bade skriftlig og mundtlig eksamen og for de afsluttende
standpunktskarakterer. De faglige mél udmentes gennem undervisningen dels i kernestof, der er
beskrevet i afsnit 2.2, dels i supplerende stof, der er beskrevet i afsnit 2.3.

I lereplanens afsnit 3 om tilrettelaeggelse er formuleret en raekke krav til tilretteleeggelse af under-
visningen, der alle tager sigte pd, at eleverne gennem forskellige arbejdsformer skal opné en dybere
forstaelse af, hvad matematik er, hvordan matematik anvendes, og hvorledes matematik gennem et
samspil med andre fag kan bidrage til en behandling af givne problemer, og til at man vinder ny
indsigt. Der er i afsnittet lagt stor vagt pa elevernes selvstendige arbejde med stoffet.

0.1 Niveauerne

Matematikfaget optraeder i gymnasiet pa tre niveauer:

— Et almendannende C-niveau, der skal give alle elever bedre muligheder for at forsta og forholde
sig til problemstillinger fra omverdenen, i andre fag, fra samfundsdebat eller privatliv.

— Et B-niveau med hovedvegt pd modellering og anvendelser af matematik, bade med sigte pa
fagligt samspil i gymnasiet og pa at opnd kompetencer til at kunne gennemfore videregéende
uddannelser, hvor matematik indgar.

— Et A-niveau, der via den made, hvorpa der arbejdes med modellering og problembehandling
samt arbejdes med matematisk teori og metode, skal give eleverne muligheder for at opna kom-
petencer til at kunne gennemfore l&ngerevarende matematikholdige uddannelser.

De enkelte niveauers karakteristika afspejles 1 undervisningens tilretteleggelse.

1. Fagets identitet og metoder

Blandt de faglige mél indgér, at eleverne skal kunne:
”demonstrere viden om matematikkens udvikling i samspil med den historiske, videnskabelige
og kulturelle udvikling


http://www.mat.dk/
http://www.uvmat.dk/

— demonstrere viden om fagets identitet og metoder”

Dette betyder, at der ikke alene skal undervises | matematik, men ogsa om matematik. Nar faget
indgér i et samarbejde med andre fag, uanset om det er i almen studieforberedelse, eller det er et
fagligt samarbejde 1 en studieretning, s skal eleverne kunne inddrage og anvende relevante mate-
matiske metoder, redegore for disse i et sprog, som man ogsd uden for faget kan forstd, samt forhol-
de sig til fagets muligheder og begransninger i1 arbejdet med den konkrete sag.

I lereplanens afsnit 1.1 og 1.2 er der givet en kompakt beskrivelse af fagets identitet og af det over-
ordnede formal med undervisningen. Nér dette skal udmentes i undervisningsforleb, kan man bl.a.
lade sig inspirere af den beskrivelse af faget, der gives gennem KOM-rapporten med de otte mate-
matikkompetencer. I det afsluttende kapitel Hvad er matematik? er dette foldet ud og eksemplifice-
ret.

2. Tilrettelzeggelse

Begrebsindlering og udvikling af evne til at anvende de matematiske begreber er en kompliceret
proces. Som lerer ma man vere opmarksom pa elevernes faglige forudsatninger og evne til ab-
strakt teenkning hver gang, man tager fat pa et nyt emne. Dette geelder 1 serlig grad i starten af 1. g.
Den méde, matematikken praesenteres pé i leereboger, er ikke nedvendigvis den samme som den
made, eleverne laerer faget pa. Elevernes tilegnelse af fagligt stof vil 1 nogle sammenhange starte
med lererens praesentation af bestemte metoder, men i andre sammenhange starte med, at eleverne
prover sig frem. Forstéelse for fagets deduktive opbygning forudsatter en abstraktionsevne, som
langsomt ma opbygges og tranes af eleverne, bl.a. gennem de eksperimentelle tilgange til faget.
Eleverne skal skabe og udvikle deres matematiske begrebsapparat, sa de kan aktivere det i relevante
situationer, og det sker bedst ved, at eleverne aktivt og selvstendigt arbejder med faget. Derfor
kraever matematikleering bl.a., at eleverne gar 1 dialog med hinanden og med lareren for herigen-
nem at udvikle deres begrebsbeherskelse.

2.1. Den indledende undervisning - grundforlgbet

Den indledende undervisning er af central betydning for hele det efterfelgende forleb, uanset om
faget er valgt pa C-, B- eller A-niveau. Langt de fleste elever moder op med store forventninger: Nu
skal der ske noget nyt! Og det skal der — nye kammerater, en skole med hundredvis af unge pa ens
egen alder, en ny klasse. Alle skal gare en indsats for at fi det hele til at fungere, sd eleverne hver
dag glaeder sig til at komme i skole — nye fag, nye lerere og nye spendende faglige emner.

Det anbefales at tilrettelaegge undervisningen, s eleverne fra forste faerd laerer noget nyt. Endvidere
at man tidligt evaluerer, om de har lert noget. Sddanne lobende evalueringer tjener bade til, at man
som larer reflekterer over sin undervisning — hvad virker, og hvad virker &benbart ikke? — og til at
eleverne far hurtige og pracise tilbagemeldinger pa, hvor deres svage punkter er osv.

Der er ingen generel evidens, der kan begrunde, at man begynder 1.g med kursusforleb om brok-
regning, parentesregler og reduktioner. Det kan heller ikke anbefales at starte i 1.g med en eller an-



den screening, der kan vise eleverne, at de ikke rigtig har laert noget i1 folkeskolen. Tvartimod vil
det vaere verdifuldt for elevernes arbejde med faget pa det hgjere niveau, som de nu meder, om
man kan inddrage og bygge pé forskellige elementer, de har med sig fra folkeskolens matematikun-
dervisning. Eleverne pé et givet hold har normalt ret forskellige forudsatninger; nogle mestrer alge-
braisk manipulation og ligningslesning, andre har en del ’hvide pletter’, og atter andre har maske
tidligt i skoleforlabet faet den opfattelse, at de bare ikke kan lere matematik. En sd heterogen for-
samling kan ikke homogeniseres ved et ’brush-up-kursus’ i starten af 1.g. Den padagogiske opgave
er at give alle elever en vis selvtillid og en tro pd, at selv om ikke alle kan né toppen, kan alle kom-
me pant over bundlinjen.

Tilretteleeggelse og gennemforelse af den indledende undervisning krever en god planlegning af

holdets matematiklerer. Det er ikke en god planlegning blot at felge lerebogen fra side 1 og frem-

efter. Planlegning af den indledende undervisning indeberer, at der tages kontakt til de gvrige laere-

re, klassen har, for at fa de forste gensidige overvejelser om fagligt samarbejde:

— med NV og naturvidenskabelige fag om fx variabelsammenhange, databehandling og regressi-
on

— med samfundsfag C om fx statistiske emner, indekstal, variabelsammenhange i tabelform, gra-
fisk og ved formeludtryk via regression

— med idreet om fx indsamling og behandling af data fra malinger pa eleverne selv og/eller deres
praestationer

— med dansk og sprogfag om skriftlighed

— med alle fag om AT-forleb.

Nér lereplanen skal udmentes 1 undervisning, skal man huske hele tiden at have bade kernestof og

supplerende stof med i overvejelserne. Endelig skal eleverne have reelle muligheder for at skifte

hold ved det kommende studieretningsforlab, og derfor bor der mellem matematiklaererne vere

aftalt et feelles minimumsprogram for grundforlebet.

2.1.1 Et eksempel pé en plan for den indledende undervisning

Den indledende undervisning pa grundforlebet kunne eksempelvis tilrettelegges saledes (rekkefol-

gen bor afgores af samarbejdet med andre fag):

— Hvad er matematik?
Fx: Korte indslag om emner som: vinkelsum, areal og Pythagoras leresatning — hvor ved vi det
fra? Kan vi generalisere? Kan vi argumentere herfor? Tal, at telle, talsans — symbolers betyd-
ning for matematik. Negative tal, breker, m, V2, 10" — hvordan forklares, hvad disse talsym-
boler stir for? Uendelighed? Eksperimenter og leg med tal og geometri.

— Variabelbegrebet og lineeere sammenhange
Fx: Naturligt sprog og symbolsprog. Reprasentationsformer for variabelsammenhange. Grafer
og linezere sammenhange. Regression og regneark, evt. med datamateriale fra NV. Udledning
og tolkning af'y =ax+Db . Undersogelse af, hvilken betydning en variation af koefficienterne har
for det grafiske forlgb. Opstille og lese simple lineaere ligninger. Evt. introduktion af et CAS-
program pd computer.

— Lineare og eksponentielle veekstmodeller



Fx: Karakteristiske egenskaber ved lineer vaekst og ved eksponentiel vaekst. Procentregning og
kapitalfremskrivning. Generalisering til eksponentielle modeller. Naturligt sprog og symbol-
sprog, atkode, tolke og opstille modeller. Modellering med data fra andre fag. Fordobling og
halvering. Lille projekt om forbrending af alkohol og af medicin, om atkeling eller om andet.
Evt. anvendelse af et CAS-program pa computer.

— Indledende trigonometri
Fx: Ensvinklede trekanter. Trigonometriske funktioner og beregninger i den retvinklede trekant.
Lille projekt om hegjdebestemmelse eller landmaélingsevelser eller andet. Evt. introduktion af et
dynamisk geometriprogram pa computer og eksperimenter med indledende konstruktionsgeo-
metri.

— Indledende statistik
Fx: Hvad er, og hvad kan statistik? Kategoriske og numeriske variable. Deskriptiv statistik, evt.
med datamateriale fra samfundsfag eller idreet — gruppering og ikke-gruppering, grafiske verk-
tajer som prikdiagram, boksplot, histogram og sumkurve. Deskriptorer — ord og begreber til at
beskrive empiriske fordelinger. Evt. introduktion af et statistisk varktejsprogram pa computer.

Hvis leerebogen ikke stotter laererens ensker fuldt ud, sa findes der med stor sandsynlighed forlab
blandt emu’ens mange materialer, der kan hentes og rettes til.

2.2. Planlegning af studieretningsforlgbet

Gymnasiet er et studieretningsgymnasium, hvor det faglige samarbejde skal spille en central rolle.
Det faglige samarbejde skal 1 almindelighed bidrage til, at eleverne opnar en dybere indsigt 1 mate-
matikkens rolle aktuelt og historisk i behandlingen og lesningen af alskens problemer. Samtidig
skal eleverne forberedes bedst muligt p4 at lose de to store tvaergaende opgaver i 3.9: Studieret-
ningsprojektet og den afsluttende prove i almen studieforberedelse.

I leereplanens afsnit 3.4 hedder det: ”Néar matematik A indgar i en studieretning, skal dele af det
faglige stof vaelges, sa det giver mulighed for en styrkelse af det faglige samspil i studieretningen.
Herved skal eleven opna en dybere indsigt i matematikkens beskrivelseskraft og i vigtigheden af at
overveje og diskutere forudsatninger for en matematisk beskrivelse og pélidelighed af de resultater,
der opnds gennem beskrivelsen.

Der skal tilrettelegges sammenhangende undervisningsforleb med det hovedsigte at udvikle ele-
vernes kendskab til matematikkens vekselvirkning med kultur, videnskab og teknologi. Dette skal
ske gennem et samarbejde med andre fagomrader eller ved at inddrage elevernes kendskab til disse
fagomréder. De forleb, hvor matematik A indgér i et samarbejde med andre fag, skal fremgd af un-
dervisningsbeskrivelsen.”

Udmentningen af dette kraver, at leererne i studieretningsfagene er i gensidig kontakt, og at man

disponerer det faglige stof, sa der er mulighed for et samarbejde. Det kunne dreje sig om:

— en flles politik pa skolen mht. brug af matematiske verktejsprogrammer, hvilket bade er rele-
vant for samarbejdet med samfundsfag og for samarbejdet med naturvidenskabelige fag

— et samarbejde i mat-fys studieretninger om bestemte emner inden for variabelsammenhange,
differentialregningen og sidenhen inden for differentialligninger
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— et samarbejde 1 mat-samf studieretninger om bestemte emner inden for variabelsammenhange,
om statistik og hypotesetest og sidenhen om gkonomiske modeller

— et samarbejde 1 mat-bio studieretninger om vaekstmodeller og sidenhen om epidemimodeller og
om sandsynlighedsregning og statistik

— et samarbejde 1 mat-kemi studieretninger om lgsning af ligningssystemer med flere ubekendte,
og sidenhen om differentialligninger og reaktionskinetik

— et samarbejde 1 mat-mus studieretninger om tonesystemer og brekregning og sidenhen om har-
moniske svingninger.

Det er ogsa vigtigt, at der er kontakt til og samarbejde med laererne i feellesfag som dansk, historie,
religion, oldtidskundskab, engelsk og billedkunst. Dels er der mange samarbejdsmuligheder inden
for almen studieforberedelse, der bade kan forberede eleverne pd den afsluttende prove og bidrage
til at opfylde leereplanen; ved den afsluttende prove 1 almen studieforberedelse kan ogsé fag pa C-
niveau deltage. Og dels er det en fzlles opgave for alle fag at tone studieretningerne, sa eleverne far
en klar opfattelse af, hvad der is@r kendetegner den, de er med i. Dette skal bidrage til at forberede
eleverne til studieretningsprojektet, hvor eleverne ifelge lereplanen skal ’fordybe sig i og formidle
en faglig problemstilling inden for et selvvalgt omrade i tilknytning til deres studieretning”, men
hvor alle fag p4 mindst B-niveau kan deltage.

Der kunne vere tale om et samarbejde mellem:

— matematik og historie med parallelle eller direkte felles forlob om bestemte perioder og begi-
venheder

— matematik og dansk om formidling af matematiske emner i bestemte genrer

— matematik og religion om erkendelsesmassige sporgsmal

— matematik og engelsk eller andre sprogfag om store personligheder eller specielle litteraere var-
ker

— matematik og oldtidskundskab om den sarlige rolle matematik spillede i Graekenland

— matematik og billedkunst om sarlige matematisk inspirerede male- og tegneteknikker.

P& emu’en, pé universiteternes hjemmesider og en rekke andre steder ligger mange forlgb og ideer
til fagligt samspil, til forleb, hvor matematik indgér 1 almen studieforberedelse, og til studieret-
ningsprojekter med matematik. Det kan vere en god ide i den daglige undervisning at legge sma
ideer og spor ud, der inspirerer eleverne frem mod de afsluttende store prover.

Den overvejende del af undervisningen foregar i faget selv. Tilretteleeggelsen af dette drejer sig om:
Hvorledes udmentes kernestof og supplerende stof, sé de faglige mél nds. Det supplerende stof skal
ikke realiseres gennem en rakke ultrakorte indslag. Det skal ifelge lereplanen vare ”sammenhan-
gende forlgb”, men det ma gerne integreres i undervisningsforleb med kernestoffet.

2.3 Undervisning i feerdigheder
Kravet til beherskelse af elementare faerdigheder og mestring af algebraisk manipulation er meget
forskellig pa C, B og A. I den indledende undervisning kan man med fordel satte fokus pa bestemte



feerdigheder, nar det er relevant 1 forbindelse med bestemte emner, og siden vende tilbage til det i

andre sammenhange, fx:

— regningsarternes hierarki i forbindelse med opgaver vedrerende linezre udtryk

— formelhandtering i forbindelse med geometriske emner som arealer og Pythagoras’ leresetning

— brekregning i forbindelse med ensvinklede trekanter og trigonometriske beregninger

— brug af koordinatsystemer i forbindelse med variabelsammenhange

— lesning af ligninger i forbindelse med variabelsammenhange og med geometriske opgaver

— parentesregler i forbindelse med rentesregning

— procentregning i forbindelse med rentesregning og eksponentiel vaekst, og med statistik og in-
dekstal

— potensregler i forbindelse med eksponentielle ssmmenhange og senere potenssammenhange

— grafkending i forbindelse med vaekstmodeller og senere polynomier

— kvadratsatninger i forbindelse med cosinusrelationerne, og senere 2. gradspolynomier og om-
skrivninger inden for den analytiske geometri

De forskellige feerdigheder og regler skal holdes ved lige. Det kan ske gennem smé gvelser i de for-

ste minutter af nogle af lektionerne, gennem traditionelle skriftlige opgaver eller ved at lade elever-

ne selv formulere opgaver og udfordre hinanden.

2.4. Undervisningsdifferentiering

Det er vigtigt at tilretteleegge undervisningen, sa alle elever far matematiske succesoplevelser 1 un-

dervisningen. Det er med til at styrke elevernes matematiske indlering, men ogsé elevernes interes-

se for matematikfaget.

P& mange matematikhold er elevernes matematiske evner imidlertid ofte temmelig spredte. Ved

planlaegningen af undervisningen ber det derfor medtenkes, at bade den fagligt svage og den fagligt

sterke elev fir fagligt udbytte af undervisningen. Hele klassen behover séledes ikke arbejde med
ngjagtig det samme stof.

Der findes mange méder at foretage undervisningsdifferentiering pd. Nogle eksempler kan vere:

— Opgaver pa forskellige niveauer evt. med nogle tvungne opgaver og en rekke valgfrie opgaver.

— En given opgave kan typisk foldes mere eller mindre ud afthangig af niveau. Ved konstruktion
af sadanne opgaver kan det vare anvendeligt at tenke i de forskellige niveauer i SOLO-
taksonomien.

— Gennemgang af lektie kun for elever med problemer med lektien. De gvrige elever kan arbejde
med andre ting.

— Ved bevisferelse kan eleverne individuelt veelge, om de vil deltage i tavlegennemgang eller selv
arbejde med beviserne (evt. ud fra en "opskrift"). Elever, som selv arbejder med beviser, gen-
nemgdr senere beviset pa tavlen for lereren.

— De sterkere elever kan fx konstruere hjemmeopgaver, som hele klassen skal regne.

— De staerkere elever kan holde korte oplaeg om perspektivering af emnet. Fx. et opleeg om loga-
ritmernes historie og/eller konstruktion af logaritmetabeller, nar der arbejdes med logaritmer.

— De staerkere elever kan arbejde med flere og/eller svarere beviser.

— Ved temaopgaver (se afsnit 2.7) er det oplagt at have opgaveformuleringer pa forskellige ni-
veauer.



Differentiering ber ikke udelukkende forega efter niveau. Der kan ogsa differentieres efter interes-
se. Der er stor forskel pd, hvilken form for indlaering eleverne foretreekker. Nogle elever vil helst
regne opgaver, andre foretrekker at arbejde med beviser, og andre igen vil helst eksperimentere sig
frem til ny viden. Det er vigtigt, at alle disse elevtyper stimuleres i undervisningen. Man kan ekspe-
rimentere med, at eleverne selv 1 nogle forlgb valger den metode, de foretraekker. Laereren har na-
turligvis det overordnede ansvar og ber serge for, at der veksles mellem de forskellige tilrettelaeg-
gelser for gennemgang af stof, sé det ikke hele tiden er den samme elevtype, der fanges.

P& www.uvmat.dk ligger et storre inspirationsmateriale med ideer til undervisningsdifferentiering
inden for mange forskellige emner.

2.5 Eksperimenterende tilgang

Bédde matematikkens analytiske side og syntetiske skal vare til stede i undervisningen. Den analyti-
ske side rummer den spergende, den undersggende, den induktive tilgang, sammenfattet i udtrykket
den eksperimenterende tilgang. Den syntetiske side rummer gennemgang af definition, s@tning,
bevis og fremleeggelse af afprovede matematiske metoder, sammenfattet i udtrykket de deduktive
sider ved matematik.

Ny viden, som eleverne skal opnd, skal ikke altid vere kogt ned i en afsluttet form som fx en set-
ning og et tilherende bevis. Den eksperimenterende tilgang er en arbejdsform, der kan give eleverne
indsigt i modellering og raesonnement som del af en proces, hvor de opnér ny viden. Den eksperi-
menterende arbejdsform minder om en induktiv arbejdsform, hvor elever skal prove at komme fra
eksempler til det generelle. I andre sammenhange minder den eksperimenterende arbejdsform om
en tilgang, hvor eleverne ser strukturer ud fra simuleringer.

P& emu’en findes en reekke eksempler pé forlob med eksperimenterende tilgang. En del af dette er
samlet i bogen Eksperimentel Matematik (XM-bogen), der ligger pa4 emu’en i elektronisk form. An-
det er samlet i bogen MATHIT, der ligeledes ligger pa emu’en i elektronisk form, og hvor fokus er
de nye muligheder for at anvende en eksperimenterende tilgang, som har &bnet sig med tilgenge-
ligheden af de matematiske verktejsprogrammer.

2.5.1 Eksempler pa eksperimenterende forlgb

Hvis arbejdsformen skal blive en naturlig del af matematikundervisningen, skal eleverne prasente-
res for den fra starten. Men det faglige indhold og de faglige udfordringer ma naturligvis tilpasses
holdet, niveauet og den matematiske modenhed. Eksempler pa en eksperimenterende tilgang kunne
veare:

— Klassisk geometri - egenskaber for hgjder, medianer og midtnormaler i en trekant: I den indle-
dende geometri kan eleverne selv argumentere for formler for vinkelsummer i en n-kant pa basis
af setningen om vinkelsummen i en trekant, selv finde formler for arealer af parallelogrammer,
trapezer mv., eller de kan selv i et dynamisk geometriprogram eksperimentere og formulere
setninger om trekanters karakteristiske linjer og de om- og indskrevne cirkler. Eleverne samler


http://www.uvmat.dk/
http://www.emu.dk/gym/fag/ma/XM/index.html
http://www.mathit.dk/
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deres arbejde 1 en temarapport (se 2.7) om klassisk geometri. Til den mundtlige prove kan eks-
perimenterne og konstruktionerne gennemfores interaktivt og eleverne kan pa denne méde vise
deres evne til matematisk reesonnement. P4 A-niveau skal eksperimenterne efterfolges af beviser
for egenskaberne. Se mere om en mulig tilrettelaeggelse af forlabet i bogen Eksperimentel Ma-
tematik (XM-bogen, navnt i afsnit 2.5).

— Simulering af skattemodel: Eleverne skal prave at modellere et skattesystem i et regneark, og de
skal argumentere for fordele og ulemper ved skattesystemet ved hjelp af simuleringer foretaget
1 regnearket. Forlobet kan udmarket ske i samarbejde med samfundsfag og ligge som et forleb
med supplerende stof — stykkevist lineaere sammenhange og uligheder — efter et forleb om li-
neere sammenhange. Sverhedsgraden kan justeres ved, at eleverne selv skal konstruere regne-
arket, eller de far det udleveret. Pa http://fou.emu.dk/offentlig_show_projekt.do?id=144836 er
simuleringen af det danske skattesystem prasenteret med regneark. Hvis forlgbet afsluttes med
en temarapport (se 2.7), kan eleverne ved den mundtlige prove demonstrere simulering af para-
metrene og pad denne made vise deres evne til matematisk raesonnement.

— De elementare funktioners karakteristiske egenskaber: Ved hjelp af et CAS-program skal ele-
verne selv variere relevante parametre, legge tangenter og flytte disse langs kurver, skare linjer
og kurver og formulere nogle sammenhenge, som de siden skal gennemfore matematiske ar-
gumenter for. I forlebet kan indleegges en raekke udfordringer til de sterkere elever.

— Spaghettimatematik: Eleverne skal i grupper, fx parvis preve at knekke fx 10 stykker spaghetti-
er 1 tre stykker sd tilfeeldigt som muligt. Ud fra disse eksperimenter skal de prove at danne tre-
kanter med de tre stykker og derefter komme med et bud pa betingelserne for, at de tre stykker
kan danne en trekant, og videre pa sandsynligheden for, at vi far en trekant. Forlgbet kan ud-
market udgere et forlob med supplerende stof — uligheder grafisk og analytisk - efter et forleb
om lineare sammenhange. Forlgbet kan ogséa afsluttes med eller indgé 1 temarapport, det har en
god teoretisk tyngde og vil egne sig fint til den mundtlige prove. Se mere om en mulig tilrette-
leggelse af forlabet i bogen Eksperimentel Matematik (XM-bogen, navnt i afsnit 2.5).

— Simulering i statistik af et stikprgvemateriale: P4 emu’en ligger et materiale, der prasenterer
kravene til kernestoffet inden for emnet statistisk hypotesetest. I dette materiale indgér en pree-
sentation af, hvorledes man kan lgse sddanne problemer med en eksperimenterende tilgang.

2.6 It — matematiske veerktgjsprogrammer

I lereplanens afsnit 3.3 hedder det: ” Undervisningen tilrettelegges, saledes at lommeregnere, it og
matematikprogrammer bliver vasentlige hjelpemidler i elevernes arbejde med begrebstilegnelse og
problemlasning. I tilretteleggelsen indgér trening i at anvende disse hjelpemidler til at udfere be-
regninger, til symbolsk manipulation af formeludtryk, til hdndtering af statistisk datamateriale, til at
skaffe sig overblik over grafer, til ligningslosning, til symbolsk differentiation og integration samt
til losning af differentialligninger. Endvidere indgér anvendelse af lommeregnere, it og matematik-
programmer 1 tilretteleeggelsen af den eksperimenterende tilgang til emner og problemlesning.”


http://www.emu.dk/gym/fag/ma/XM/index.html
http://fou.emu.dk/offentlig_show_projekt.do?id=144836
http://www.emu.dk/gym/fag/ma/XM/index.html
http://www.emu.dk/gym/fag/ma/undervisningsforloeb/statistik/index.html
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Det er en fordel for bade elever og lerere, hvis skolen formulerer en faelles politik mht. anskaffelse
og anvendelse af vaerktejsprogrammer, og det vil samtidig styrke mulighederne for fagligt samar-
bejde. Lareplanens betoning af den eksperimentelle tilgang peger pé, at der ber vare adgang til
vaerktajer, der kan handtere eksperimentel (dynamisk) geometri og eksperimentel (dynamisk) stati-
stik. Besvarelser af skriftlige opgaver med anvendelse af sidanne vearktejer er accepteret helt pa
linje med andre typer besvarelser.

Det tager tid at leere at bruge et bestemt program. Derfor ber man pé et hold inddrage de varktejs-
programmer, man har valgt at arbejde med, sa tidligt som muligt, og inddrage dem hyppigt og ikke
bare af og til. Det tager ogsa tid for leererne selv at leere at bruge dem — og programmerne @ndres
jaevnligt, sd naeste gang man har et hold pa A-niveau, er der méske kommet en opdateret version,
der adskiller sig betydeligt fra den tidligere — eller skolen har besluttet at ga over til et nyt program.
Nogle steder har man ogsa den situation, at eleverne sidder med forskellige programmer. Med sa-
danne vilkar er det en blindgyde, hvis man ferst vil tage programmerne i brug, nr man via kurser
eller selvstudium er blevet ’superbruger’. Overvej i stedet, hvordan hele klassen kan inddrages som
ressource, hvordan man kan give ansvar til bestemte elever og overlade til dem at hjelpe kammera-
ter med tekniske problemer, hvordan en faelles bestrebelse pé at beherske et varktegjsprogram kan
udvikle og styrke samarbejdsklimaet pa holdet.

I bogen MATHIT med tilherende hjemmeside kan man finde en rekke eksempler pa, hvordan it
begrundet i fagdidaktiske overvejelser med fordel kan integreres i matematikundervisningen pé alle
niveauer.

Som en hjelp til lererens planlegning af forleb inden for faglige emnekredse som vakstmodeller,
geometri og statistisk hypotesetest, og hvor der skal arbejdes intensivt med vaerkstegjsprogrammer,
kan man pd emu’en og andre steder finde inspiration og manualer til en reekke standardprogrammer.

2.7 Temaopgaver

Ifolge leereplanen skal “en betydelig del af undervisningen tilrettelaegges som projektforleb eller
storre temaopgaver over forskellige dele af kernestoffet og det supplerende stof, eller problemstil-
linger der er genstand for fagsamarbejde.”

Det er vigtigt, at man fra forste feerd 1 planlegningen inddrager overvejelser om, hvilke temaopga-
ver, holdet skal lave. For kravet til den mundtlige prove er, at ”en betydelig del af eksamens-
spergsmdlene skal vere udformet, séledes at det er muligt at inddrage gennemforte projektforlab og
temaopgaver med tilherende elevrapporter.”

Temaopgaver representerer en made at organisere stoffet pa. Nogle lerere vil foretraekke at gen-
nemfore nogle traditionelle kursusforleb ind imellem eller som optakt til sterre temaopgaver. Andre
vil foretraekke at dekke hele det faglige stof med temaopgaver, saledes at disse tilsammen udger
provegrundlaget.

Projektforleb og temaopgaver kan vaere designet pa to forskellige méder:


http://www.mathit.dk/
http://www.lmfk.dk/matbogsalg/ekstra.php
http://www.emu.dk/gym/fag/ma/undervisningsforloeb/geometri.html
http://www.emu.dk/gym/fag/ma/undervisningsforloeb/statistik/index.html
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1. Entemaopgave kan vare knyttet til et bestemt undervisningsforlgb om et afgraenset fagligt emne
som fx: trigonometri, deskriptiv statistik, lineere og eksponentielle vaekstmodeller, monotoni-
undersogelser, logistisk vaekst, integralregning, afstande 1 rummet.

2. En temaopgave kan ogsa vere teenkt pa langs af det samlede forlgb og vare bygget op ud fra et
fagligt emne, der er 1 spil adskillige gange gennem hele undervisningen fra simple sammenhen-
ge til mere komplekse, fra anvendelser og opgaver til en mere teoretisk gennemgang, fra rent
matematiske til et fagligt samarbejde. Temaopgaven kan samle de forskellige behandlinger af
emnet op til en helhed: vaeekstmodeller, afstande og vinkler, optimering, statistiske metoder, are-
alberegning. Eller vaere bygget op ud fra en matematisk kompetence: matematisk modellering,
matematisk reesonnement. Eller kombinere de to mader at samle stoffet pa til helheder.

Den farste type afgraensede temaopgave kan have den fordel, at man sé at sige gor emnerne faerdige
efterhdnden. En sadan lineer tilgang giver et overblik, mens man er pa vej gennem stoffet. En af
svaghederne kan vere, at man ikke sa let far et samlet overblik over stoffet. Og ved den mundtlige
prove kan der vare stor forskel 1 svaerhedsgraden péd de enkelte spergsmal.

Den anden type temaopgaver pa langs kan have den fordel, at der skabes sammenhzang i hele forla-
bet for eleverne, og at det giver muligheder for at organisere den mundtlige prove, sa stof fra den
indledende undervisning integreres med det mere komplekse stof fra den senere undervisning.
Sveerhedsgraden af de enkelte spergsmal vil veere mere @kvivalente, og samtidig vil hver temaop-
gave give bade den svagere og den sterkere elev muligheder for at praestere pa sit eget niveau. En
af vanskelighederne er, at det for leereren kraver at storre planlaegningsarbejde fra starten, og at
man i planleegningen har et overblik over hele pensum. Derfor vil denne form vere svarere at an-
vende pa tilvalgshold.

Temaopgaven formuleres af lereren og ber altid rumme bade matematisk resonnement (som det
forventes pa et A-niveau), anvendelser gennem opgaveregning og behandling af mere komplekse
problemer. Temaopgaver kan vere en god ramme om integration af kernestof og supplerende stof.

Temaopgaver besvares af eleverne i form af en temarapport. Denne kan udmarket vaere lavet i et
gruppearbejde. Elevernes temarapporter skal ikke nedvendigvis laeses og rettes til bunds af lereren.
Nogle dele som anvendelser af teori pa skriftlige opgaver kan vere rettet som traditionelle skriftlige
opgaver. Andre dele er kommet til veje gennem et gruppearbejde under laererens vejledning og tje-
ner i sidste ende som elevens forberedelsesmateriale til den mundtlige prove.

P& emu’en ligger en reekke eksempler pa temaopgaver.

2.8 Skriftlighed

I leereplanens afsnit 3.2 hedder det: I undervisningen leegges der betydelig vagt pd opgavelosning
som en afgarende stotte for tilegnelsen af begreber, metoder og kompetencer. Lasning af opgaver
foregér bade i timerne og som hjemmearbejde. Endvidere arbejdes der med storre skriftlige produk-
ter som resultat af arbejdet med projekter og emner.”
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Man lzrer ikke matematik uden at skrive. At formulere sig skriftligt under de krav til preecision og
formidling, der gelder, bidrager til at skeerpe den matematiske tankegang. Det skriftlige arbejde
skal pa den ene side tilretteleegges, sé det peger frem mod de afsluttende skriftlige opgaver: den
skriftlige eksamen i faget selv, skrivningen af studieretningsprojektet og udformningen af AT-
synopsis 1 3.g. Pa den anden side skal arbejdet med temarapporter, hvor eleverne selv organiserer
stoffet til den mundtlige prove, udformes, sa det stotter begrebsindleringen og evnen til at formidle
et kompliceret stof. Eleverne vil forst blive rigtig gode til at skrive matematiske tekster, ndr de kan
sige noget om, hvad matematik er for en slags disciplin.

P& www.uvmat.dk ligger et omfattende inspirationsmateriale til arbejdet med den skriftlige mate-
matik, bdde med eksempler pa besvarelser af eksamensopgaver og kommentarer til storre matema-
tikprojekter, til studieretningsprojekter og til AT-synopser.

I lobet af fa ar vil eksamensopgaverne blive stillet digitalt, og alle elever skal arbejde med de mate-
matiske vaerktojsprogrammer pa computer. Nér skriftlige opgaver og rapporter afleveres digitalt, ma
det give anledning til at overveje strategier i rettearbejdet. I stedet for at rette i bund sa kan man
med fordel legge rettelser og kommentarer ind, sé eleverne efterfolgende selv skal rette op og for-
bedre deres besvarelse eller rapport. Nar lererne fir indarbejdet at give en elektronisk tilbageleve-
ring af skriftlige produkter for lektionen, sd kan en del af elevernes lektier vere, at de har sat sig ind
1 kommentarerne, hvorved man kan ngjes med ganske fa fokuspunkter i selve timen, ja maske ikke
altid behgver at gore det til et selvsteendigt punkt.

2.9 Mundtlighed

I lereplanens afsnit 3.1 hedder det: ”Den enkelte elevs forstaelse af matematik skal udvikles gen-
nem arbejde med mundtlig formidling.” Og videre i leereplanens afsnit 3.2: ”En del af undervisnin-
gen tilrettelaegges som gruppearbejde med henblik pa at udvikle elevernes matematiske begreber
gennem deres indbyrdes faglige diskussion. Der arbejdes bevidst med den mundtlige dimension,
herunder selvstendig tilegnelse, bearbejdning og preesentation af forelagte matematiske tekster.”

Eleverne skal tale matematik. I klassens diskussioner om nye matematiske begreber og metoder, og
1 pararbejde og gruppearbejde, hvor de bade skal diskutere opgavelasning og matematiske beviser
og resonnementer. Eleverne meader nye ord og begreber nasten i hver eneste time, og det tager tid
at forstd dem og laere at bruge dem. Det er i denne sammenhang som med sprog generelt: Eleverne
leerer det forst og fremmest ved at bruge ordene og begreberne, og hver elev skal udfordres pé sit
niveau. Lad eleverne fx lase en lille matematisk tekst hojt fra en leerebog eller fra en tekstopgave.
Lad dem fx beskrive et grafisk forleb med brug af de begreber, de kender, for andre elever, der pa
det grundlag skal skitsere grafen — og brug det som grundlag for en diskussion af pracision i sprog-
brug.

Meget af dette foregar bedst i et gruppearbejde, hvor eleverne forst skal diskutere en strategi for
losning af et stillet problem, for de kaster sig ud i det. Lad dem diskutere en fremgangsméde til at
beregne afstande og hejder ude 1 et terren, og lad grupperne beskrive deres strategi for hinanden for
at afprove, om de kan kommunikere om det, for de gar ud og leser problemet; ved at tale om det til


http://www.uvmat.dk/
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andre opdager man lettere evt. svage punkter. Den samme arbejdsform kan praktiseres 1 arbejdet
med statistik eller i et fagligt samarbejde i en studieretning om bestemte problemer.

2.10 Lektier

Det er vigtigt at fa lagt gode arbejdsrutiner fast fra starten. Klassens lerere ber sikre, at lektien 1
savel matematik som 1 andre fag er overkommelig for alle elever. Da eleverne er sd forskellige, ber
der teenkes progression og undervisningsdifferentiering ind i lektierne fra forste feerd: Nogle kan na
langt og ber fa udfordringer, men alle skal kunne n det grundlaeggende, der bringer dem over
bundlinjen. Eleverne behover heller ikke nedvendigvis have samme lektie for, fx kan elever regne
forskellige opgaver, eller have forskellige stykker teori for, som de sa skal gennemgé for hinanden i
timen. Det ville ogsé bidrage til at styrke mundtligheden.

Det er vigtigt, at eleverne er klar over forméalet med lektielasning: Skal de treene feerdigheder via
nogle opgaver? Skal de indeve metoder, som de helst skal kunne huske udenad? Hvilke matemati-
ske begreber i teksten, som de skal lese, skal de kunne redegere for med eget sprog? Nér der gives
lektier for i en lerebog, er det en god ide at stille nogle preacise spargsmal til teksten, som eleverne
skal svare pad og samtidig give dem nogle anvisninger pa at laese teksten. Det kan fx af og til vere
en god ide at {4 eleverne til at laese teksten hojt — sa laeser man ikke henover de svere ord og begre-
ber. Og hvad er det precis, der forventes af dem i timen? Skal de blot forberede sig til en gennem-
gang af nyt stof, eller skal de fx 1 grupper gennemga eksempler eller sma beviser for hinanden?

Bade opgaveark til det daglige arbejde i klassen, oplag til temaopgaver og de skriftlige afleverings-
opgaver ber stilles, s& der er en indbygget progression. Ikke alle kan na alt inden for den givne elev-
tid eller det afsatte antal lektioner, men alle ber kunne nd det mest nedvendige inden for det pagel-
dende faglige emne.

3. De enkelte faglige emner

De faglige mal, som eleverne skal opna i undervisningen i matematik, er formuleret i leereplanens
afsnit 2.1. De sa@rlige faglige mal, som eleverne skal opnd med henblik pa de skriftlige prover, er
yderligere udmentet gennem de stillede opgaveset. Det folgende er sdledes alene nogle supplerende
kommentarer.

3.1 Ligninger

I alle fag, der anvender matematik, indgér losning af ligninger eller ligningssystemer. Eksempler fra
andre fag ber jevnligt inddrages for at illustrere, hvordan samme matematiske problem kan have
mange forskellige fremtraedelsesformer og for at vise forskelle og ligheder i terminologi og varia-
belbetegnelser.

Gennem arbejdet med et righoldigt eksempelmateriale skal eleverne opné en grundleggende forsta-
else af balanceprincippet 1 ligninger, og have opbygget en indsigt 1, at lasning sker gennem gentag-
ne anvendelser af ’omvendte operationer’.
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Det forventes i gvrigt, at eleverne kan hindtere spergsméil som:

— for hvilke tal ¢ har ligningen f(x)=c netop én lesning?

— angiv for enhver vaerdi af konstanten a antallet af lesninger til ligningen ..., hvor konstanten kan
indga forskellige steder i et funktionsudtryk, fx ligningen x*+ax+2 = 0

Det forventes ikke, at eleverne kan bestemme verdimangder.

Losning af abstrakte uligheder indgér ikke som selvstendigt emne. Derimod vil eleverne 1 anven-
delsesopgaver kunne mede problemstillinger som: For hvilke verdier af X er medicinkoncentratio-
nen storre end/mindre end en given verdi?

3.2 Statistik og sandsynlighedsregning

Statistik og sandsynlighedsregning har s mange bereringsflader med omverdenen og med andre
fag, at der er et stort og varieret antal emner inden for dette omrade, som kan vere genstand for et
samarbejde med andre fag, eller som kan dyrkes pa rent matematikfagligt grundlag. Hvor det er
muligt, er det en stor fordel for indleering af begreber og metoder, at det foregar i et samarbejde med
andre fag som samfundsfag, idret eller biologi, hvorfra et talmateriale tilvejebringes.

Eleverne forventes at kunne anvende simple statistiske deskriptorer og simple grafiske praesentatio-
ner i en beskrivelse af et datamateriale. Hvis de selv skal tegne histogrammer, vil talmaterialet vaere
opdelt 1 intervaller med samme intervalbredde.

Den sandsynlighedsteoretiske formalisme og det formelle begreb “stokastisk variabel” indgar ikke i
det feelles kernestof.

Vedrarende statistisk hypotesetest med brug af chi-i-anden fordelingen forventes eleverne at kende

og kunne anvende begreberne:

— population og stikpreve

— nulhypotese og alternativ hypotese

— antalstabeller (krydstabeller) og deres opbygning

— teste for uathengighed af inddelingskriterier (homogenitetstest) og for reprasentativitet ift. un-
derliggende fordeling (goodness of fit)

— samlet teststorrelse samt udregne de enkelte bidrag hertil

— p-verdier

— signifikansniveau, kritisk verdi og signifikant forskel

— frihedsgrader

— reprasentativitet og systematiske fejl (bias) samt skjulte variable (konfundering) i en diskussion
af konklusioner draget ud fra resultater af en statistisk test.

Begreber og metoder er praesenteret i et materiale, der er placeret pd emu’en.


http://www.emu.dk/gym/fag/ma/undervisningsforloeb/statistik/index.html
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Det forventes, at eleverne ved den skriftlige prave kan handtere og besvare opgaver som de vejle-
dende eksamensopgaver inden for emnet statistisk hypotesetest. Disse opgaver ligger som et bilag
pa samme side som denne undervisningsvejledning.

3.3 Funktioner, grafer og variabelsammenhange

Funktionsbegrebet og de elementaere funktioner, der er omtalt i lereplanens afsnit om kernestof,

kan blive introduceret og studeret under arbejdet med modellering, matematisering og lesning af

nye problemtyper. Eksempelvis kan

— det abstrakte funktionsbegreb og polynomier blive prasenteret under arbejdet med at opstille de
relevante sammenhange 1 optimeringsopgaver

— eksponentielt voksende og aftagende funktioner blive prasenteret i sammenhang med behand-
ling af et datamateriale, der beskriver populationsvekst eller radioaktivt henfald

— sinus og cosinus som funktioner af reelle tal blive praesenteret i sammenhang med behovet for
at kunne modellere fenomener, der udviser periodisk svingning.

Eleverne forventes at kunne beskrive de elementeere funktioners karakteristiske egenskaber med

begreber som definitionsmangde, monotoniforhold, lokale og globale ekstrema og asymptotiske

forleb. Hvor der indgar konstanter i en regneforskrift, forventes eleverne at kunne argumentere for

disses betydning for det grafiske forleb. Til de karakteristiske egenskaber herer yderligere:

sammenhaengen mellem grad og antal nulpunkter for polynomier

— sammenh@ngen mellem diskriminant, toppunktets beliggenhed og antal nulpunkter for 2. grads-
polynomier

— begreberne fremskrivningsfaktor og vakstrate, fordoblings- og halveringskonstant, og sammen-
hengen mellem a*og ¢ for eksponentielle udtryk

— regneregler for logaritmefunktioner

— sammenhangen mellem procentvekst for athengig og uathengig variabel for potensfunktioner

— periodicitet for sinus og cosinus.

3.4 Differentialregning, integralregning og differentialligninger

Matematisk modellering med brug af differentialregning, opstilling af differentialligninger og an-
vendelse af integralregning til losning af sddanne ber inddrage eksempelmaterialer fra andre fag —
hvor det er muligt fra fag i studieretningen. Handtering af disse problemstillinger forudsatter, at
eleverne er fortrolige med de emner, som er omtalt 1 kernestoffet.

I en reekke opgaver vil den matematiske modellering resultere i udtryk, som raekker ud over de typer
af regneforskrifter, der er behandlet i undervisningens gennemgang af de elementere funktioner og
regnereglerne for differentiation. I sddanne tilfeelde forventes det ifelge leereplanen, at eleverne kan
anvende it-veerktgjer til at differentiere eller integrere givne udtryk. Eleverne ma ogsa gerne anven-
de et vaerktejsprogram til at lgse differentialligninger, men ved skriftlig eksamen vil differentiallig-
ninger, der skal lgses, altid kunne omskrives til en af de typer, der er omtalt i kernestoffet.
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Arbejdet med begrebet differentialkvotient indeberer, at grensevardibegrebet inddrages, men det

er ikke tanken, at dette gives en selvstendig behandling. Tilsvarende indebarer studiet af sammen-
hangen mellem f' og begreber som monotoniforhold og lokale ekstrema inddragelse af kontinui-
tetsbegrebet, men det er ikke tanken, at dette gives en selvstendig behandling.

I en reekke sammenhange vil det vaere naturligt at teenke kernestof og supplerende stof sammen.

Eksempelvis folgende:

— Ilareplanens omtale af det supplerende stof hedder det bl.a., at der skal gennemferes ”sammen-
hangende forleb med vagt pa reesonnement og bevisfgrelse inden for infinitesimalregning samt
deduktive forlab over udvalgte emner”. I kernestoffet indgar beviset for analysens fundamental-
s@tning om sammenhang mellem areal og stamfunktion. Det kan méske taeenkes sammen.

— Ilareplanens omtale af det supplerende stof hedder det ogsd, at der skal gennemfores ’sam-
menhangende forleb om differentialligningsmodeller”. I kernestoffet indgér opstilling og kvali-
tativ analyse af differentialligninger samt lgsning af bestemte typer. Det kan maske tenkes
sammen.

3.5 Geometri og vektorer

Det forventes, at eleverne kender begreber og terminologi vedrerende trekanters hgjder, medianer
og vinkelhalveringslinjer, men det er ikke en del af kernestoffet at kende til indskrevne og om-
skrevne cirkler eller til egenskaber ved skaringspunktet mellem omtalte linjer.

Det forventes, at eleverne pd A-niveau kan opstille geometriske modeller og lose geometriske pro-
blemer med anvendelse af trigonometri, herunder at de kender sinus- og cosinusrelationerne.

Det forventes, at eleverne behersker regnereglerne for vektorer og de elementare operationer som:

— at finde tvaervektor til en given vektor i planen

— at bestemme skalarproduktet mellem to vektorer og kunne fortolke dette tal

— at kunne bestemme determinanten mellem to vektorer i planen og kunne fortolke dette tal

— at kunne bestemme krydsproduktet mellem to rumgeometriske vektorer og kunne fortolke denne
vektor

— at kunne finde projektionen af en vektor pa en vektor.

Den analytiske geometri behandles béde i 2 og 1 3 dimensioner som en vektorbaseret koordinat-

geometri, hvor eleverne ved skriftlig eksamen forventes at kunne:

opstille og omskrive ligninger for cirkler og kugler samt bestemme tangenter og tangentplaner

— omskrive frem og tilbage mellem ligning og parameterfremstilling for linjer 1 planen

— bestemme ligning for planer og parameterfremstilling for linjer i rummet

— bestemme evt. skaringspunkter mellem linjer, mellem linjer og planer, og mellem linjer og
cirkler, henholdsvis linjer og kugler

— bestemme vinkler mellem linjer, mellem linjer og planer og mellem to planer

— Bestemme afstande mellem punkter og i planen: afstand fra punkt til linje og i rummet fra punkt
til plan.
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For at udvikle elevernes leringsstrategier pa flere felter inden for geometrien kan man med fordel
lade eleverne illustrere og bearbejde geometriske objekter i dynamiske geometriprogrammer. Har
man arbejdet med det fra forste faerd, vil det vare lettere for eleverne at anvende 2D og 3D geome-
triprogrammer, nar man arbejder med den analytiske geometri. Det kan ogsa anvendes til at skabe
undervisningsdifferentiering. Ved skriftlige prover ma de lose opgaver ved hjelp af dynamiske geo-
metriprogrammer.

3.6 Matematisk reesonnement

Eleverne skal mede den matematiske teori og selv arbejde med forskellige elementer af matematisk
reesonnement gennem hele gymnasieforlebet og inden for alle omrader af undervisningen. Kun der-
ved kan eleverne opné en sadan fortrolighed med matematisk tankegang, at de i en problembehand-
ling umiddelbart vil skelne mellem, hvad man ved, hvad man antager, og hvad man gnsker at vide.
Det gelder, uanset om emnet er ren matematisk teori, eller det drejer sig om anvendelse af matema-
tik til losning af givne problemer. I skriftlige rapporter og mundtlig fremstilling skal de kunne frem-
leegge denne indsigt pd en sdédan made, at det matematiske argument og den matematiske tankegang
fremstér klart. I bedemmelseskriterierne indgér det som noget overordnet, at eleverne skal demon-
strere indsigt 1 matematisk teori.

Uanset hvilke emner der arbejdes med pa det enkelte hold, forventes det, at eleverne opnér en sadan
indsigt i fagets deduktive natur, at de uden vanskeligheder forstar at skelne mellem forudsatninger,
definitioner og s&tninger, samt at de kan redegere for, dvs. selvstendigt fremlaegge, de baerende
ideer i en raekke centrale beviser inden for forskellige af fagets omrader. Denne side af matematik-
kens vesen kan introduceres allerede i 1. g gennem et eksemplarisk materiale, der bdde rummer
muligheder for eleveksperimenter, for en diskussion af kategorier som forudsatninger, s@tning og
bevis samt en diskussion af det induktive contra det deduktive, og som samtidig rummer fascine-
rende problemstillinger. Sadanne materialer findes pa emu’en.

Det matematiske reesonnement og det matematiske bevis er ikke kun et vaerktej til at godtgere den
valgte metode eller den givne s@tning. Reduceres matematik til metoder, anvendelser af satninger
og indlering af procedurer, gér en veesentlig del af faget tabt. Beviserne og de matematiske raeson-
nementer udger en stor del af den matematiske teori, og tilegnelsen af beviset giver indsigt i, hvor-
for en se@tning eller en metode er gyldig. Via en dreftelse af de anvendte forudsatninger giver det
samtidig indblik i matematikkens opbygning.

4. Evaluering

Evalueringer kan have mange former. Egentlige prover i matematik ber altid tilretteleegges med et
paedagogisk sigte — de dygtige elever skal udfordres, men man skal samtidig have alle med. Prover i
bestemte faglige emner bor forst atholdes, nér de elever, der gor en indsats, har leert sd meget, at de
har mulighed for at levere en praestation, der giver dem en tilpas selvtillid.

4.1 Den mundtlige prave
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Ifolge leereplanens afsnit 4.2 skal ”de endelige spergsmaél til den mundtlige prove meddeles til ele-
verne for proven og skal tilsammen deakke de faglige mal og det faglige indhold.” Spergsméalene
skal droftes med eleverne, sd de forstar, hvad spergsmalene pracist gar ud pd. Det kan ske labende
eller i forbindelse med repetitionen. I leereplanens afsnit 3.2 hedder det: “Efter hvert forleb eller i
forbindelse med en repetition demonstreres, hvorledes det faglige stof kan udmentes i eksamens-
spergsmal.”

Man kan med fordel bygge hele eller hovedparten af den mundtlige prave op pa grundlag af tema-
opgaver. Med temaopgavernes kombination af simpel problembehandling, matematisk raesonne-
ment og modellering og behandling af mere komplekse problemer giver det eksaminanderne mulig-
hed for at demonstrere en bred indsigt i pageldende emne. Det giver samtidig rum for bade den
steerke og den svage elev, sa de hver far bedre mulighed for at demonstrere, hvad de kan. Hvis man
veaelger at bygge provegrundlaget op af temaopgaver pd langs, (se afsnit 2.7) giver det gode mulig-
heder for at lave eksamensspergsmaél, som virkelig @kvivalerer hinanden, og hvor alle spergsmél
rummer hele registret af sverhedsgrader.

Man kan godt fravalge knapt sa vellykkede undervisningsforleb, men man kan ikke fravaelge fagli-
ge emner til den mundtlige prove. Proven omfatter hele leereplanen fra 0 til A — der findes ingen
differenslareplan for opgradering fra et niveau til et hgjere.

Der skal vare sa mange sporgsmal, at sidste eksaminand har mindst 4 spergsmal at velge mellem.
Der mé gerne vare dubletter. Alle spergsmal skal vere lagt frem ved eksaminationens start.

Det enkelte eksamensspergsmal skal vare sa praecist formuleret, at der ikke kan vere tvivl om,
hvilket stofomrade der vil blive eksamineret i. Udtryk som “’du kan evt. komme ind pa...” eller ’hvis
der bliver tid ...” skal undgas.

Eksamensspergsmalene ma hverken indeholde en disposition for eksaminationens forleb eller stik-
ord til samtaledelen.

Eksamensspergsmalet er todelt med en forholdsvis kort overskrift — fx temaopgavens overskrift — og
en uddybende undertekst med et eller flere konkrete delspergsmal. De(t) konkrete spergsmal er det
stof, eksaminanden selv skal komme med et oplaeg om. Samtaledelen bevager sig inden for de
rammer, som overskriften udstikker. P4 emu’en er der en raekke eksempler pa udformning af eksa-
mensspargsmal.

Der er ingen fast regel for, hvor leenge hver af de to faser i eksaminationen skal vare, men normalt
ber der afszttes godt halvdelen af eksamenstiden til forste del. Eksaminanden skal have mulighed
for en selvstendig fremlaggelse og ikke for hurtigt afbrydes.

Samtalen kan tage udgangspunkt i nogle elementer fra forste del — eller hvis overskriften er en te-
marapport, inddrage elementer herfra, som eksaminanden ikke har berert, og give vedkommende
mulighed for at demonstrere kendskab til anvendelser af noget teori, at inddrage et historisk per-



20

spektiv eller at vise overblik over det faglige omrade. I samtaledelen kan man ikke afkraeve eksami-
nanden bevistunge eller meget detaljerede redegorelser.

Under hele eksaminationen er det eksaminators opgave at sikre, at sdvel fortrin som mangler ved
eksaminandens preastation traeeder tydeligt frem. Fejl og faglige misforstaelser kan give anledning til
opklarende spergsmal, men dette mé ikke udvikle sig til undervisning.

Eksaminanderne ma have alle hjeelpemidler, leerebeger, notater, rapporter, skriftlige afleveringer,
computer, dispositioner til spergsmélene mv. med bade til forberedelsen og 1 selve eksamenslokalet,
men de ma naturligvis ikke kommunikere med omverdenen. Eksaminanderne skal ikke bruge forbe-
redelsestiden pa at skrive en eventuel disposition, de har lavet hjemmefra, over pa et andet stykke
papir, men pa at forberede sig pa det spergsmaél, de har trukket.

Under selve eksaminationen ma eksaminanden stotte sig til notater eller henvise til en rapport, men
skal for pravens atholdelse vere gjort opmarksom pa, at oplasning eller afskrift af sddanne notater
ikke teeller positivt med i bedemmelsen. Det samme gaelder oplasning fra en PowerPoint.

4.2 Den skriftlige prove

I leereplanens afsnit 4.2 hedder det: Til den skriftlige prove gives der 5 timer. Det skriftlige eksa-
menssat bestdr af opgaver stillet inden for kernestoffet og skal evaluere de tilsvarende faglige mél,
beskrevet i pkt. 2.1. Proven er todelt. Forste delprove skal besvares uden brug af andre end serligt
tilladte hjelpemidler. Efter udlebet af forste delprave afleveres besvarelsen heraf. Under den anden
del af preven mé eksaminanden benytte alle hjelpemidler, bortset fra kommunikation med omver-
denen. Opgaverne til denne del af proven udarbejdes ud fra den forudsatning, at eksaminanden ra-
der over CAS-varktejer, der lever op til beskrivelsen i lereplanens afsnit 3.3.”

De stillede provesat siden 2008 illustrerer dels omfang og opbygning af sddanne sat, dels hvorle-
des den konkrete udformning af forskellige spergsmal kan vaere. De stillede st er dog ikke define-
rende for det pageldende niveau. Alle provesat findes pd Undervisningsministeriets hjemmeside.

4.2.1 Formulering og besvarelse af eksamensopgaver

I delproven med hjelpemidler ma eleverne altid anvende deres varktejsprogrammer i losning af
opgaverne. | afsnittet om helhedsindtrykket er beskrevet de vasentligste krav til udformning af en
eksamensbesvarelse. P& www.uvmat.dk ligger et omfattende autentisk materiale om skriftlighed i
matematik, herunder om hvorledes samme opgave kan besvares til fuldt point med brug af forskel-
lige metoder og forskellige varktejsprogrammer.

Brug af ord som ’skitse’ og "tegn’ er ikke udtryk for, at der enskes en bestemt fremgangsmade. Det
er en del af undervisningen, at eleverne opndr indsigt i, hvilke detaljer der ber medtages i en skitse
eller modeltegning. En skitse af et grafisk forlab eller en modeltegning af en geometrisk situation
skal vise de karakteristiske egenskaber eller fenomener, som er vasentlige for opgavens besvarelse.


http://www.uvm.dk/Uddannelse/Gymnasiale%20uddannelser/Proever%20og%20eksamen/Tidligere%20skriftlige%20opgavesaet%20stx%20og%20hf.aspx
http://www.uvmat.dk/
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Brug af formuleringer som ’lgs ligningen’, ’bestem nulpunkter’ eller ’beregn skaeringspunkter mel-
lem to grafer’ er ikke udtryk for, at der enskes en bestemt fremgangsméde. Det er en del af under-
visningen, at eleverne opnar indsigt i styrke og svagheder ved symbolske kontra numeriske og gra-
fiske metoder til at lose ligninger og andre matematiske problemer. Dette vil satte eleverne i stand
til at vurdere hensigtsmaessigheden i en given lgsningsmetode, samt at finde andre veje frem, hvis
en bestemt lgsningsstrategi slar fejl.

Det forventes ligeledes, at eleverne opnar indsigt i, hvorledes man i opgaver, hvor det er relevant,
kan argumentere ved hjalp af den afledede funktion. I delproven med hjelpemidler kan der optreede
funktionsudtryk, som ikke direkte er nevnt i kernestoffet. Sddanne udtryk forventes eksaminander-
ne at kunne differentiere og integrere med brug af et CAS-verkto;.

Eksaminanderne mé ogsa gerne lose en differentialligning med brug af et CAS-varktej, men i alle
opgaver, hvor der skal loses en differentialligning, vil denne kunne omskrives til en af de typer, der
er omtalt under kernestoffet.

Det forventes, at eksaminanderne kan opstille henholdsvis lineazre, eksponentielle og potensmodel-
ler ud fra data ved brug af regression, men det forventes ikke ved den skriftlige eksamen, at de kan
begrunde én bestemt model frem for andre.

Matematisk notation og matematiske symboler vil i alle tilfaelde blive anvendt ud fra det sigte at
gore opgaveteksten leesevenlig for eksaminanden. Fx vil symbolet f(X) bide kunne anvendes til at
betegne en funktion og en funktionsverdi. Og vektorer og punkter identificeres frit med deres re-
praesentation pa koordinatform.

Der anvendes som standard dansk decimalkomma: 1,53 og ikke 1.53. Ved angivelse af koordinater
kan der dog blive anvendt decimalpunktum, hvis det danske komma kan give anledning til misfor-
staelser. Vi vil tillade os at skrive: (1.5, 4) i stedet for (1,5, 4). Hvis et udklip benytter decimal-
punktum, vil denne notation ikke blive a&ndret 1 gengivelsen.

4.2.2 Farste delprave

Til forste delprove forventes eleven at kunne:

Forstaelsesindhold:

— Opstille enkle formler, ligninger og differentialligninger ud fra en sproglig beskrivelse

— Redegeore for konstanternes betydning i det grafiske forleb for forste- og andengradspolynomier
samt eksponentielle funktioner

— Fortolke af konstanter i linezre og eksponentielle veekstmodeller

— Anvende viden om fordoblings- og halveringskonstant for eksponentiel vakst

— Anvende viden om sammenhangen mellem afledet funktion og monotoniforhold

— Fortolke vaerdien af afledet funktion

— Aflese vaksthastighed grafisk

— Anvende viden om sammenhangen mellem stamfunktion, bestemt integral og areal

Formelindhold:
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Anvende nulreglen og lose simple forste- og andengradsligninger
Anvende kvadratsetningerne og reducere udtryk

Sette tal ind 1 formler

Anvende Pythagoras’ leresatning

Foretage beregninger i ensvinklede trekanter

Isolere ukendte storrelser

Bestemme regneforskrifter for linezere og eksponentielle funktioner
Differentiere polynomier, ¢*,In(x) og X*, herunder 1 og Jx

Anvende de regneregler for differentiation, som er beskrevet 1 kernestoffet
Bestemme en tangentligning

Bestemme integraler af polynomier, €*, x* og 1

Anvende de regneregler for integration, som er beskrevet i kernestoffet
Redegore for om en given funktion er en lesning til en differentialligning
Anvende reglerne for vektorregning

Anvende vektorielle varktojer til at svare pd spergsmil om ortogonalitet, parallelitet og areal
Opstille parameterfremstillinger og ligninger for linjer i planen

Omskrive cirkelligninger med henblik pa at bestemme centrum og radius.

4.2.3 Bedgmmelsen af opgavebesvarelserne

I alle provesaet til skriftlig eksamen i matematik indgar de enkelte spergsmal med samme veagt i
bedemmelsen. Det er tydeligt markeret, hvad der forstds ved et spergsmal. Et spergsmal kan inde-
holde delspergsmal.

I bedommelsen af besvarelsen af de enkelte spergsmal vil der indgd bade en vurdering af den ma-
tematiske korrekthed, og om eksaminandens tankegang fremgar klart af besvarelsen. I alle skriftlige
proveseat er dette helhedsindtryk beskrevet i de folgende fem kategorier:

Tekst. Besvarelsen skal indeholde en forbindende tekst fra start til slut, der giver en klar praesen-
tation af, hvad den enkelte opgave og de enkelte delspergsmal gar ud pa.

Notation og layout. Der kraeves en hensigtsmaessig opstilling af besvarelsen i overensstemmelse
med god matematisk skik, herunder en redegerelse for den matematiske notation, der indferes
og anvendes, og som ikke kan henfores til standardviden.

Redeggrelse og dokumentation. Besvarelsen skal indeholde en redegerelse for den anvendte
fremgangsmade og dokumentation i1 form af et passende antal mellemregninger og/eller en ma-
tematisk forklaring pa brugen af de forskellige faciliteter, som et verktejsprogram tilbyder.
Figurer. I besvarelsen skal der indga en hensigtsmaessig brug af figurer og illustrationer, og der
skal vaere en tydelig sammenhang mellem tekst og figurer.

Konklusion. Besvarelsen skal indeholde en afrunding af de forskellige spergsmal med pracise
konklusioner, prasenteret i et klart sprog og/eller med brug af almindelig matematisk notation.

4.3 Bedgmmelseskriterier og taksonomi

Bedemmelsen er altid en vurdering af, i hvilket omfang eksaminandens prastation lever op til de
relevante faglige mal, som er angivet i pkt. 2.1. I lereplanens afsnit 4.3 er givet en systematisk liste
over, hvilke specifikke matematiske kompetencer man kigger efter.
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I en eksamenssituation inddrages de kategorier, som er relevante for pagaeldende eksamenssporgs-
mal. Ved den mundtlige prove indgar en eventuel rapport ikke 1 bedemmelsen. Der tages alene hen-
syn til den mundtlige prastation. Nar bedemmelsen er knyttet til de faglige mal, betyder det ogsa, at
den tager udgangspunkt i, hvad der grundleeggende karakteriserer pageldende niveau. Séledes laeg-
ges der fx pa A-niveau serlig vaegt pa, om eksaminanden demonstrerer indsigt i matematisk teori.

I bade den skriftlige og den mundtlige prove gives der én karakter ud fra en helhedsbedemmelse.
Nar der afgives karakterer, er det vigtigt at kende karakterbekendtgarelsens bestemmelser og be-
skrivelser af de enkelte karakterer. Karakteren er ét tal og ikke en udtalelse, og karakterskalaen be-
star kun af ganske f4 tal. Derfor vil den enkelte karakter altid rumme en vis kompleksitet. Som et
bilag til undervisningsvejledningen ligger pd samme side karakterbeskrivelser, der i skematisk form
viser, hvorledes 7-trinsskalens terminologi kan knyttes sammen med de faglige mél for henholdsvis
skriftlig og mundtlig matematik pa A-niveau.

4.4 Karakterbeskrivelser af karaktererne 02, 7 og 12
Stx A Mundtligt
I en eksamenssituation inddrages de kategorier, som er relevante for pagaeldende eksamenssporgs-
mal. Eksaminanden:

Kategori 12 7 02
Dybde/ - kan bevaege sig mellem fagets | - kan redegere for karakteristi- | - kan, med en del usikkerhed,
Kompleksitet/ teoretiske og praktiske sider i ske treek ved foreliggende indga i en faglig dialog om
Rasonnement forbindelse med modellering matematiske modeller og dis- simple matematiske modeller.
og problembehandling. kutere raekkevidde af disse. - demonstrerer i en samtale
- kan forholde sig reflekterende | - kan praesentere de vigtigste kendskab til fremgangsmaden i
til idealiseringer og reekkevidde | trin i behandling af et forelig- behandlingen af et simpelt
af modeller. gende matematisk problem. matematisk problem.
- demonstrerer indsigt i mate- - kan gennemfore hovedlinjer- | - demonstrerer i en samtale
matisk reesonnement og teori- ne i et matematisk resonne- kendskab til enkelte aspekter i
bygning. ment et simpelt matematisk rason-
nement
Sprog/ - kan fremlaegge velstruktureret | - kan fremleegge sammenhan- | - kan anvende simple matema-
Terminologi/ og udtrykke sig i et klart sprog | gende med et godt kendskab til | tiske formler, men fremlaegger
Fremleggelse med ubesveret anvendelse af matematisk terminologi noget usammenhangende og
matematisk terminologi. mangler pracision i matema-
tisk terminologi.
Bredde/ - demonstrerer overblik over et | - demonstrerer viden om et - demonstrerer i en samtale
Overblik/ omrade af matematik eller omrade af matematik, eller kendskab til et omrade af ma-
Perspektiv viden om et omrade, hvor ma- | viden om simple anvendelser af | tematik eller til simple anven-

tematik anvendes i samspil

med andre fag.

matematik i samspil med andre

fag.

delser af matematik i samspil

med andre fag..




Stx A Skriftligt
I en eksamenssituation inddrages de kategorier, som er relevante for pagaldende provesat.
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Eksaminanden:
Kategori 12 7 02
Dybde/ - kan opstille og tolke modeller | - demonstrerer viden om opstil- | - demonstrerer elementeert
Kompleksitet/ | og reflektere over prognoser og | ling og tolkning af matematiske | kendskab til simple matemati-
Rasonnement | rekkevidde. modeller. ske modeller.
- vaelger og anvender med stor - demonstrerer viden om vigtige | - demonstrerer nogen kendskab
sikkerhed hensigtsmaessige metoder til behandling af fore- | til fremgangsmader i behand-
metoder til behandling af fore- | lagte matematiske problemer. lingen af simple matematiske
lagte matematiske problemer. problemer.
Sprog/ - kan udforme en veldisponeret | - kan udforme en opgavebesva- | - kan anvende simple formler,
Terminologi/ besvarelse med en sikker brug relse med god sammenhzang men udformer en noget usam-
Fremleggelse | af figurer og symbolsprog, og inden for de enkelte spergsmél | menhangende besvarelse med
hvor tankegangen fremgar klart | og med en god brug af figurer en beskeden inddragelse af
og symbolsprog figurer og en noget upreacis
anvendelse af symboler.
Bredde/ - er i stand til at bruge it- - er i stand til at bruge it- - kan anvende it-veerktejer i
Overblik/ vaerktejer hensigtsmaessigt. vaerktejer hensigtsmaessigt i de | losning af simple opgavetyper.
Perspektiv - demonstrerer viden og faer- fleste ssmmenhange. - demonstrerer elementaer viden

digheder pé stort set alle felter

med kun uvasentlige mangler

- demonstrerer viden om og
gode faerdigheder inden for
adskillige felter

og elementere feerdigheder

inden for flere felter
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5. Hvad er matematik — fagets identitet og metoder.

Der skal gennemfores en undervisning om matematik med det formél, at eleverne skal kunne:
”demonstrere viden om matematikkens udvikling i samspil med den historiske, videnskabelige
og kulturelle udvikling

— demonstrere viden om fagets identitet og metoder”

I lereplanens afsnit 1.1 og 1.2 er der givet en kompakt beskrivelse af fagets identitet:

”Matematik bygger pa abstraktion og logisk tenkning og omfatter en lang reekke metoder til model-
lering og problembehandling. Matematik er uundvarlig 1 mange erhverv, 1 naturvidenskab og tek-
nologi, i medicin og ekologi, i ekonomi og samfundsvidenskab, og som grundlag for politisk be-
slutningstagen. Matematik er samtidig vasentlig i dagligdagen. Den udbredte anvendelse af mate-
matik bunder i fagets abstrakte natur og afspejler den erfaring, at mange vidt forskellige fenomener
opforer sig ensartet. Nar hypoteser og teorier formuleres i matematikkens sprog, vindes der ofte
herved ny indsigt. Matematik har ledsaget kulturens udvikling fra de tidligste civilisationer og men-
neskenes forste overvejelser om tal og form. Videnskabsfaget matematik har udviklet sig 1 en stadig
vekselvirkning mellem anvendelser og opbygning af teori.”

Der findes en rig litteratur om fagets identitet og metoder, som der kan treekkes pd, nér dette skal
udmentes 1 undervisningsforleb. KOM-rapportens beskrivelse af faget kan anvendes til at strukture-
re arbejdet med dette.

5.1 Matematisk tankegang

Matematisk tankegang er i sleegt med al anden videnskabelig tankegang, som eleverne meader i an-
dre fag. Begreber dannes gennem abstraktion, der for matematikfaget indebaerer reduktion, elimine-
ring af variable og en simplificering af forudseatninger. Abstraktion rummer séledes et informa-
tionstab, men dette er nedvendigt, for at vi kan begynde at stille og svare pa spergsmal om fano-
menet. Man kan ikke undersage alt pa én gang. Samtidig rummer abstraktion en mulighed for at se
mgnstre og opdage, at forskellige fenomener kan beskrives med samme begreber og opforer sig
ensartet.

”Matematik har ledsaget kulturens udvikling fra de tidligste civilisationer og menneskenes forste
overvejelser om tal og form”. Der findes hverken tal eller trekanter, variable eller koordinatsystemer
1 naturen. De er skabt af mennesker. Tallet 7 er ikke 7 personer eller 7 abler. Tal og det at telle er
givetvis udviklet samtidigt, og fra forste feerd repraesenteres de abstrakte begreber forskelligt, alt
efter formélet: sprogligt (syv), en bunke (pé syv) sten, en indstilling pé en abacus, et talsymbol (7).
Men hvad forstas da ved tallet 38 eller 5492 eller meget, meget storre tal? Lad eleverne svare pé
det, og lad dem gé pa opdagelse i talord 1 dansk og i fremmedsprog. Hvorfor hedder talordene som
de gor? Er der sleegtskab? Tallenes kulturhistorie rummer gode muligheder for et fagligt samarbe;j-
de.

Forholdet mellem tal og det at teelle demonstrerer samtidig, hvorledes matematik bestandig spran-
ger sine greenser ved domeneudvidelse. Der opstar regningsarter, aritmetik. Nar antal repraesenteres
ved rene abstrakte talsymboler, kan algoritmiske beskrivelser af losning af bestemte problemer ud-



26

trykke gennem regneregler og i formler. Lad fx eleverne arbejde med matematiske problemer, som
de er formuleret hos babylonierne, i den arabiske matematik eller i Cardanos renassancematematik.

Hvad forstds ved sa enkle udtryk som 2 + 3 = 5? Sandhedsvardien athaenger af, hvad tallene er
symboler for. Fremgér det eksplicit, hvad sagen drejer sig om, skal dette ogsé indga, nar resultater
af matematisk behandling kommunikeres.

Tallenes beskrivelseskraft er sa stor, at de rummer farer for forforelse. Jo starre muligheder for for-
enklet beskrivelse og jo mere omfattende regnekraft, jo sterre tiltrekning kan sdédanne metoder
rumme, og desto vigtigere er det at inddrage de begransninger en sddan beskrivelse rummer: Hvad
gemmer sig bag gennemsnittet? Kan egenskaber virkelig beskrives lineart pd en skala fra 1 til 10?
Kan sundhed udtrykkes i et BMI-tal?

5.2 Matematisk sprog

Matematikkens udvikling har altid varet knyttet til lasning af problemer (fra det omgivende sam-
funds kulturelle eller teknologiske udvikling eller internt fra selve matematikkens udvikling).
Problembehandlingens forste skridt er at give problemerne en matematisk form, dvs. formulere det
i et matematisk sprog. Dette sprog har udviklet sig gennem hele kulturhistorien. Der indferes sym-
boler for variable og geometriske storrelser, der udvikles grafiske metoder til at preesentere et data-
materiale eller demonstrere variabelsammenhange. Det giver muligheder for overblik og for at se
nye sammenhange. Det er en helt fundamental metode 1 matematik at kunne oversatte frem og til-
bage mellem naturligt sprog og symbolholdigt sprog, dvs. at opstille og at fortolke matematiske
udtryk.

Men en grafisk prasentation af sterre talmaterialer 1 form af diagrammer eller 1 form af variabel-
sammenhange i koordinatsystemer — eller forskellige reprasentationer af samme data — er med et
matematisk symbolsprog sa enkelt at fremstille og rummer samtidig en sadan beskrivelseskraft, at
den ogsa indeberer en risiko for forferelse. Det er vigtigt bade at inddrage metodernes muligheder
og begraensninger i undervisningen. Favner diagrammet hele historien? Er der ikke skjulte variable
pa spil, s& ssmmenheangen vi ser kun er tilsyneladende?

5.3 Matematikkens udvikling

Det symbolholdige sprog giver muligheder for at stille helt nye spergsmél — sdvel matematikinterne
sporgsmél som spergsmal i forbindelse med modellering. Og nar de hidtidige metoder ikke raekker,
er svaret ikke altid at renoncere, men er i matematik ofte gennem en domaneudvidelse at skabe en
ny verden, hvor spergsmalet kan besvares symbolsk, at studere denne nye verden og siden tolke
resultater herfra 1 helt nye sammenhenge. Komplekse tal opstar i arbejdet med losning af abstrakte
ligninger og viser sig gennem geometrisk og analytisk tolkning at kunne anvendes i landmaling og
at vaere central 1 beskrivelsen af elektriske fenomener. Og 1 denne nye matematiske verden har
klassiske matematiske problemer overraskende smukke og enkle losninger. Logaritmer opstér i ar-
bejdet pa at lette omfattende astronomisk beregningsarbejde og abner for en ny verden af funktions-
klasser, der er centrale i teorien for differentialligninger. Et middeltal for bestemte stikpraver giver
godt nok ikke information om det bagvedliggende, men en iagttagelse af, at middeltallet for de for-
skellige stikpraver udviser en stabilitet giver anledning til at rejse nye spergsmal og udvikle nye
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statistiske metoder. Og omvendt: Nar graekerne ikke udviklede deres forestillinger og teorier om tal
1 ner samme omfang som inden for geometriens omréade, kan det skyldes, at de ikke udviklede tal-
symboler. Beregninger pa en abacus var dbenbart tilstraekkelige.

En vigtig metode i matematikkens bestandige udvidelse af den verden, vi opererer i, er generalise-
ringens metode: Bestemte faenomener kan muligvis anskues som specialtilfaelde af noget storre.
Formlen for vinkelsummen kan generaliseres fra trekanter til polygoner. Det analytiske udtryk for
Pythagoras leres@tning kan generaliseres fra 2 til 3 dimensioner og give anledning til at overveje
afstandsbegreber 1 hgjere dimensioner — og andre afstandsbegreber. Linjers haldningskoefficienter
kan generaliseres kan generaliseres til egenskaber ved krumme kurver. Arealbestemmelse ud fra
rektangler kan generaliseres til integralregningens beregninger af vilkarlige arealer.

5.4 Matematisk reesonnement

Nar matematikken kan argumentere med sikkerhed — bl.a. for at sddanne generaliseringer er holdba-
re, eller at Pythagoras leresetning i to dimensioner er sand — s skyldes det for det forste, at man i
matematik gennemforer en mere vidtreekkende abstraktion end 1 andre fag: De egenskaber, man
onsker at studere, "uddestilleres’ i ren form, for efterfolgende at blive anvendt som udgangspunkt
for definitioner af matematiske begreber og for formuleringen af de matematiske forudsetninger og
aksiomer, vi bygger vores videre undersegelse pa. Og det skyldes for det andet, at det matematiske
raesonnement i sidste ende er strengt logisk: Selv om vi ikke underviser i formallogik i gymnasiet,
s& er det grundleggende matematiske argument — Hvis A sa B — funderet her.

Matematik bygger — i modsetning til mange andre fag — pa det udelukkede tredjes princip: Svaret er
sandt eller falsk, ja eller nej. Men altid pa grundlag af givne forudsetninger og aksiomer.

Elevernes arbejde med at tilegne sig ideen i denne aksiomatisk-deduktive metode og udvikle deres
evne til matematisk reesonnement kan forega pa mange mader og ofte med et gensidigt udbytte i et
samarbejde med andre fag. Lad dem analysere kortere eller lengere argumentationskaeder. Lad dem
gennem en eksperimenterende tilgang selv arbejde sig frem til, hvordan vi i matematik generaliserer
og argumenterer for holdbarheden af dette. Giv dem eller lad dem selv finde andre beviser end de
allerede gennemgaede — eller lad dem finde fejl i argumentationskader.

5.5 Vekselvirkning mellem anvendelser og teoribygning

Det er ogsa udviklende at sztte fokus pa selve metoden, for at illustrere hvorledes “videnskabsfaget
matematik har udviklet sig i en stadig vekselvirkning mellem anvendelser og opbygning af teori”.
Aksiomer er hverken forankret i himlen eller faldet ned derfra, og matematik er ikke en meningslas
leg med aksiomer og definitioner: Euklids aksiomer er neppe skabt for kendskabet til s&tningen om
trekanters vinkelsum eller til Pythagoras leresatning — men snarere udformet for at skabe fast
grund under de matematiske argumenter for disse satninger. Og sa abnede det for langt mere i den
verden. Lad eleverne arbejde med tekster og opgaver med henblik pa at svare — og formidle svarene
— pa sporgsmél som:

— Hvad i det &gyptiske samfunds organisering kunne begrunde, at de udviklede brekregning?
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— Hvordan foregik regningsarterne i praksis for decimaltal og positionstalsystemet blev skabt — og
hvad kan begrunde udviklingen af decimaltallene?

— Hyvilke faktiske problemer kunne motivere udviklingen af differentialregningen — og hvornér
skabes det formelle og aksiomatiske grundlag?

— Hvornar og ud fra hvilke problemer opstod sandsynlighedsregningen, og hvornar tog man fat pa
at skabe et fast grundlag herfor, der ogsa rakte til at lose problemer, hvor der er uendeligt mange
valgmuligheder?

— Hvornér og hvordan blev de reelle tals fundamentale egenskaber aksiomatisk beskrevet, og
hvilke grundlaeggende problemer i analysen skulle dette lose.

— Hvad var det for praktiske, logistiske problemer for den amerikanske krigsforelse under 2. ver-
denskrig, der forte til udviklingen af en helt ny gren af matematikken, linear programmering?

Matematik er ikke kun udviklet ud fra en behandling af stadigt nye problemer fra omverdenen og
fra andre fag. Ogsa problemer i faget selv giver anledning til at skabe nye verdener. I et samarbejde
med andre fag eller i et forleb i almen studieforberedelse kunne man fx studere de metodiske over-
vejelser bag udviklingen af den ikke-euklidiske geometri og de grundlaeggende etiske og viden-
skabsteoretiske problemer dette rejste i lyset af Kants absolutisering af den euklidiske geometri.
Andre emner, der kunne indgé pa samme vis, kunne vare uendelighedsbegrebet (hos grackerne og
hos Cantor), infinitesimalregningens uendeligt sma sterrelser (hos Newton og Berkeley) eller frak-
tale dimensioner.

5.6 Den &stetiske dimension og de matematiske beviser

At straebe efter at opbygge en verden, der transcenderer det konkrete, deler matematik med visse
andre fag, bl.a. de kunstneriske fag, og den astetiske dimension er en steerk motiverende faktor i
udevelsen af matematik fra det simpleste til avanceret forskning. I matematik bygges disse verdener
op ud fra overvejelser, som er beslegtet med tilsvarende i fag som billedkunst og musik, selv om
hvert fag naturligvis har sin udformning af formelle regler og sine krav til den logiske argumentati-
on. Grundlaget for de matematiske verdener er altid segt udformet s& enkelt som muligt i pagt med
tilsvarende traditioner i filosofien, og samtidig udformet uden indre modsigelser: Den samme pa-
stand kan ikke bade vere sand og falsk. Og pé dette grundlag er der i matematisk teori udkrystalli-
seret flere accepterede strategier til at bevise matematiske s&tninger: induktionsbeviser, direkte be-
viser, indirekte beviser, beviser ved kontraposition. Og i andre typologier: eksistensbeviser og kon-
struktionsbeviser. Eleverne ber pd A-niveau selv arbejde med alle disse typer af beviser.

5.7 Matematisk modellering

Nar matematikken bringes i spil og anvendes til behandling af anliggender uden for matematikken

selv, sker dette gennem en aktiv modelbygning eller modellering. Det kan dreje sig om:

— Opstilling af geometriske modeller, der beskriver og handterer figurer, flader og former og pro-
ver at finde menstre og strukturer

— Opstilling af statistiske modeller, der beskriver og handterer indsamlede data fra omverden og
prover at tolke forandringer, opstille prognoser og at finde sammenhange mellem de oprindeli-
ge kildedata

— Opstilling af dynamiske modeller, der beskriver og handterer bevagelse og interaktion, proces-
ser og vekstfenomener og prover at fremskrive og forudsige en udvikling.
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Matematisk modellering indeholder en reekke elementer, der er i spil alt athaengig af den konkrete

sag:

— For det forste mé der ske en afgraensning og sproglig beskrivelse af det problem eller den situa-
tion, der skal modelleres. Dernaest skal der foretages en oversettelse fra naturligt sprog til ma-
tematisk sprog af de objekter, fenomener, relationer mv., der er i spil: Der indferes numeriske
variable som tid, vaegt, koncentration og alder og kategoriale variable som kon, ansettelse, nati-
onalitet og institutionstype. Et billede af virkeligheden representeres ved en matematisk figur,
en forandring i tid repraesenteres ved en differentialkvotient osv. Denne matematisering foregar
pa flere niveauer og kan ofte med fordel ske i et samarbejde med andre fag.

— Oversettelse af den oprindelige komplekse situation eller problem til et matematisk problem vil
altid ske gennem idealiseringer, abstraktion, antagelse af bestemte forudsatninger osv., dvs. der
er sket et informationstab. Der kan vere bias (systematiske fejl) i en indsamlet stikprove.

— Naér dette er givet en matematisk form, s& anvendes de relevante matematiske metoder til at be-
handle den matematiske model og lose de matematiske problemer, der nu er formuleret. Forste
trin vil ofte veere deskriptive og grafiske metoder, der repraesenterer materialet i en form, hvor-
fra man kan stille yderligere sporgsmaél.

— Og endelig sker der en validering af den matematiske model ved at oversatte tilbage fra det
matematiske sprog til det oprindelige og bedemme holdbarheden af de matematiske resultater.
Ved at inddrage andre fag kan man med storre sikkerhed svare pa, om resultaterne er holdbare
eller kan forklares med skjulte variable (konfundering) eller med en stor usikkerhed i forsegs-
opstillingen mv.

— Gennem en kommunikation med andre fag skal der sdledes ske en kritisk analyse af modelbyg-
ningen og af modellens holdbarhed og gyldighed.

5.8 Matematikkens hjeelpemidler

I den matematiske behandling af givne problemer i fx en geometrisk eller statistisk model er der
altid blevet inddraget hjeelpemidler, fra abacus og passer og lineal, over tabeller til dynamiske geo-
metriprogrammer og statistiske varktejsprogrammer. Omvendt har hjelpemidlerne altid virket til-
bage pa matematikkens udvikling og de stadige bestrabelser gennem historien pa at forsta struktu-
rer 1 det, man undersoger, og forstd matematikkens egen indre struktur. I det gamle Graekenland
havde man mange forskellige hjelpemidler, men Euklid velger to af disse ud og inkluderer i sine
fem forudseatninger (aksiomer), hvad passeren og linealen (uden mélestok) matematisk set kan
hjeelpe med til, ndr man skal lgse et geometrisk problem. Denne refleksion over, hvad de to hjel-
pemidler kan og ikke kan, fik enorm betydning for matematikkens udvikling. Regnemaskiner og i
dag statistiske vaerktejsprogrammer har givet mulighed for at behandle store datamangder og at se
sammenhenge i en tilsyneladende kaotisk verden, ssmmenhange som kan afpreves ved at opstille
hypoteser ud fra materialet. Det er en integreret del af at modellere og problembehandle at kunne
inddrage relevante hjelpemidler og at kunne reflektere over disses muligheder og begransninger.
Se i @vrigt mere herom i MATHIT-bogen (se afsnit 2.6), der ligger til fri afbenyttelse pa emu’en.
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