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Forberedelsesmateriale til stx-A-Net MATEMATIK

Der skal afsaettes 6 timer af holdets seedvanlige uddannelsestid til at eleverne kan arbejde med
forberedelsesmaterialet forud for den skriftlige prove.

3-5 delspergsmal i delprove 2 af den skriftlige prove tager udgangspunkt i det materiale, der findes 1 dette
oplaeg. De gvrige spergsmal omhandler emner fra kernestoffet.

Oplagget indeholder teori, eksempler og gvelser i tilknytning til et emne, der ligger umiddelbart i
forleengelse af et kernestofemne.

Resultaterne af arbejdet med dette forberedelsesmateriale ber medbringes til den skriftlige prove.

Alle hjelpemidler er tilladt, og det er tilladt at modtage vejledning.
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Komplekse tal

Naér vi skal lese andengradsligningen
ax’> +bx+c¢=0,
hvor a, b og c er reelle tal, s& bruger vi lgsningsformlen

e —b+~b* —4dac

2a

Ligningens diskriminant opskriver vi som det selvstendige udtryk d = b* —4ac , fordi diskriminanten jo har
afgerende betydning for antallet af lgsning til andengradsligningen.

Der geelder som bekendt, at nar d < 0, sé har ligningen ingen lgsninger.
Andengradsligningen
X +1=0,
har ingen lesninger, idet der ikke er noget reelf tal, der ganget med sig selv giver —1. Havde der vearet en

lgsning, sé skulle vi kunne give mening til udtrykket ~/—1, fordi nér vi lgser ligningen efter de seedvanlige
regler, sa far vi

x'=—1
x==xv—-1.
Accepterer vi nu, at der findes et sidant tal, si skal der jo geelde, at (v—1)* = —1. I det folgende vil vi

antage at tallet i har den egenskab, at i> = —1. Ud fra ovenstdende er det klart, at dette tal ikke er et reelt tal.
Ligningen ovenfor har ingen reelle tal som lgsninger, men ligningen har det, som vi vil kalde komplekse tal
som lesninger. Vi vil i det folgende vise, at enhver andengradsligning altid har to lesninger, nar vi arbejder
inden for de komplekse tal.

Definition 1  De komplekse tal bestér af alle tal pa formen z = x + y-i, hvor x og y er reelle tal.
Tallet x kaldes den reelle del af z og skrives ogsd Re(z), mens y kaldes imaginardelen
af z og skrives Im(z).

Ovelse 1 Eksempler pa komplekse tal: z, =2+3i, z, =4 og z, = —5i .
a) Angiv den reelle del af de tre komplekse tal z,, z,0g z,.

b) Opskriv selv tre nye komplekse tal.

Regning med komplekse tal

Addition (legge til), subtraktion (treekke fra), multiplikation (gange) og division (dividere) foregir pd samme
méde for de komplekse tal som for de reelle tal. Man skal blot huske p4, at i* = —1. Man kan altid kunne
reducere sit regneudtryk, sé resultatet ender med at std pa formen x+ y-i.

To komplekse tal er givet ved z, =2+3i og z, =4—5i .

Vi illustrerer de tre forste regneoperationer med disse to komplekse tal:

Addition (+) z+z,=(2430)+(4=5i)=243i +4—5i =(2+4)+(3i — 5i) = 6 - 2i.
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Subtraktion (—) z—z,=(243i)—(4—5i)=2+3i —4+5i=(2—4)+(3i +5i) =2+ 8i.

Multiplikation (-) 7z, =(2+3i)-(4—5i{)=2-4—2-5{ +3i-4—3i-5i =8 —10i +12i — 15

Nu udnytter vi at i* = —1, og sa far vi

z2,=8+42i—15(—1)=8+42i+15=23+2i

Division af komplekse tal er lidt mere kompliceret, og inden vi introducerer den regneoperation vil vi indfere
en ny regneoperation, som er knyttet specielt til de komplekse tal, nemlig kompleks konjugering.

Definition 2  Ved den kompleks konjugerede til et komplekst tal z= x + y-i forstés det komplekse
tal z=x—y-i.

Vi illustrerer nu den sidste af de fire regneoperation med de samme to komplekse tal som ovenfor:

Division (:) Vi vil udfere divisionen
z 2430
z, 4-5i’

idet vi benytter den kompleks konjugerede til z,, dvs. z, =4 —5i =445 , til i
forste omgang at forleenge breken

z 2+43i 2430 4-5i  243i 4450 (2+3i)-(4+5i)

z, 4-5i 4-5i 4—5i 4-5i 4+5i (4-50)-(4+50)’

Vi ganger parenteserne ud, idet vi i neevneren udnytter en af kvadratsetningerne,
dvs. vi far
z _ 8-+10i +12i +151° —7+22i —7+22i -7 22,

. - — LS i= 0,17 +0,54i.
z, 16— 25i 16+ 25 41 41 41

Eksempel 1  Der geelder, at 7 -z =x" + )°.
Vi kan eftervise dette ved multiplikation af de to komplekse tal z=x+ y-i og

z =x— y-i,idet vi igen udnytter en af kvadratsetningerne, dvs. vi far

E-zz(x—y-i)-(x—}—y-i)zxz—(y-i)2:x2+y2.

Regning med komplekse tal kan nemt udferes pé et CAS-varktej (her TI-Interactive), idet tallet i findes
som et indbygget symbol ligesom e og :

4+5-i —11 5_81,

6-7-i 85 8

(443-i)-(5-7-i)=41-13-i og
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Ovelse 1 Bestem ved handregning nedenstaende 3 komplekse tal og kontrollér resultaterne vha.

et CAS-verktej:

a) (2+3i)—(7—4i) b) (2+3i)-(7+6i)

Den komplekse talplan

Man kan afbilde det komplekse tal z, = x, + y,i 1
punktet (x,,»,) ien plan med et sedvanligt retvinklet
koordinatsystem.

Alle komplekse tal pa formen x + 0i representerer
blot alle de reelle tal, fordi den imaginaere del er nul.
Disse tal afbildes pé 1.aksen, og man kalder derfor
denne akse for den reelle akse. Der gelder altsé, at
alle de reeelle tal er indeholdt i de komplekse tal.
Specielt ser vi, at tallet 1 afbildes i punktet (1,0)
svarende til at enheden pé den reelle akse er 1.

Alle komplekse tal pa formen 0+ yi , hvor den reelle

del er nul kaldes rent imaginzre tal. Disse tal afbildes
pa 2.aksen, som derfor kaldes den imagincere akse.

c)

(2+3i)
(7+6i)

Imaginer akse

4

b

z, =1+4i

z,+z,=3+4+3i

»

Reel akse
z,=2—1i

Specielt ser vi her, at tallet i afbildes i punktet (0,1), og derfor kalder vi i den imagincere enhed.

I vektorregning kalder vi vektoren 04 = [al
a,

] fra begyndelsespunktet (0,0) til punktet A(q,,a,) for

stedvektoren til 4, og addition af to komplekse tal svarer geometrisk set til addition af stedvektorerne til de
punkter som reprasenterer de komplekse tal i den komplekse talplan.

Eksempel 2 To komplekse tal er givet ved z, = x, + i 0g z, =x, + y,i.

Ved addition far vi:

Ovelse 2

zZi+z,=(x5 +x)+0, + )i,
og derfor afbildes det komplekse tal z, + z,1 punktet (x, +x,,y, +»,).
Dette punkt har netop sumvektoren for de to stedvektorer til hhv. z, og z, som

X X X, +Xx
stedvektor: [ l]+ 2]:[ ! 2].
N ) N0

To komplekse tal er givet ved z, =6+2iog z, =7-2i.
a) Tegn de to punkter, der reprasenterer z, og z, i den komplekse talplan.

b) Bestem leengden af stedvektorerne til hvert af de to punkter, som repreesenterer de
komplekse tal z, og z,.

c) Bestem for hvert af de komplekse tal z, og z, den vinkel som disse stedvektorer
danner med x-aksen.
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Ovelse 3 To komplekse tal er givet ved z, =x, + y;i 0og z, =X, + y,i.

a) Bestem z, —z,, og giv en geometrisk fortolkning af tallet.

Ovelse 4 Overvej, at den kompleks konjugerede til z, = x, + y,i , dvs. z, = x, — y,i , geometrisk

set blot svarer til at spejle z, i den reelle akse.

Modulus og argument

Ved multiplikation og division af komplekse tal er det bekvemt at skrive de komplekse tal pa en anden form.
I den forbindelse fér vi brug for begreberne modulus af et komplekst tal og argument for et komplekst tal.

Definition 3  Et komplekst tal er givet ved z = x + yi .

Ved modulus af z, som betegnes |z , forstar vi lengden af stedvektoren til det punkt

(x,v), der repraesenterer z i den komplekse talplan, dvs.

e = + 7.

Seetning 1 Et komplekst tal er givet ved z=x+ yi .

Da gzlder der, at z-z = |z|2 .

Ovelse 5 a) Vis, at seetning 1 gelder for det komplekse tal z=—2+5i .

b) Bevis s&tning 1.

Betragt et komplekst tal z=x+ yi. Vivil vise, at
z= |Z| . (cos(@) + sin(f)- i),

hvor |z| er modulus for z, og @ er vinklen (regnet i positiv omlgbsretning) mellem forsteaksen og
stedvektoren til det punkt, der repraesenterer z i den komplekse talplan (se figur).

Im
A X+ yi
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Ovelse 6

Definition 4

Forst ser vi pa et taleksempel: Et komplekst tal er givet ved z, =3+ 2i .

a) Tegn stedvektoren til z,, og bestem vinklen 6, mellem stedvektoren til z og
forsteaksen regnet i positiv omlgbsretning.

b) Bestem modulus af z,, og udregn x, = |zl|-cos(01) og :|z,|-sin(0,).

Derncest ser vi pd det generelle tilfeelde: Betragt et komplekst tal z=x+ yi . Lad vere

0 vinklen (regnet i positiv omlgbsretning) mellem forsteaksen og stedvektoren til det
punkt, som repraesenterer
z 1 den komplekse talplan.

c) Vis,at x:|z|-cos(9) og y:|z|-sin(<9).

d) Visnu,at z= |Z| : (cos(@) + sin(6)- i).

Ved de polcere koordinater for det komplekse tal z forstas talparret (#,0), hvor r = |Z|

og 0 er vinklen (regnet i positiv omlgbsretning) mellem forsteaksen og stedvektoren til
det punkt, som repraesenterer z i den komplekse talplan.

Tallet z kan skrives pa formen
z=r-(cos(0) +sin()-i).
Dette skriver vi ogsa som
z=r-e% ,
og vi siger i begge tilfelde, at z er angivet pd poleer form.

Vinklen 6 kaldes argumentet for z , og angives som: Arg(z) .

Den overraskende skrivemade med brug af e’ anvendes af CAS-varktajerne og bag dette ligger en
sammenheeng mellem eksponentialfunktionen og de trigonometriske funktioner, som netop viser sig i den
komplekse talplan, men som vi ikke vil komme naermere ind pa her.

CAS-varktejerne kan let regne frem og tilbage mellem polare og rektangulare koordinater (her TI-

Interactive):

(=3+4:i) toPolar — 2214, 5 og 5-¢"* -254+4330-i.

Bemark, at vinklerne her er regnet i radianer.

Im Im
A A
2,5+ 4,330i
344 42501
0=2,214 g
\ _ Re 3 _ Re

Hvis (r,0) reprasenterer et komplekst tal z pa poler form, sa vil (r,@ +p- 277), p € Z reprasentere det

samme komplekse tal, fordi nar vi leegger p- 27 til 0, s& svarer det jo blot til at labe et helt antal gange rundt

om (0,0). Den veerdi blandt 6 + p- 27, p € Z, der ligger i intervallet ]—W, 77] kaldes hovedargumentet for z.
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Bemark, at tallet 0 i den komplekse talplan svarer til skeeringspunktet mellem den reelle akse og den
imaginare akse. Vi vil fremover kalde dette punkt for O .

Ovelse 7

Ovelse 8

Satning 2

Bevis:

Tre komplekse tal er givet ved z, =2+3i, z,=2-3i,

z,=—Ti og z,=-3—4i.

a) Tegn de punkter som representerer z,, z, og z, 1 den komplekse talplan.

b) Angiv z,, z, og z, pé poler form, og kontroller modulus og argument for hvert af

de tre komplekse tal pa figuren fra a).

Beregn modulus af og argumentet for hvert af de komplekse tal:

¢) z, =(2+2i)-(2-2i).

a) z, =2+2i b) z, =2-2i

For ethvert kompleks tal z gaeelder, der at

Arg(7) = —Arg(z) og |z]=]z].

Skriver vi z pa polaer form z=r- (cos(@) +sin(6)- i) , dvs. |z| =r og Arg(z)=20, fés

zZ=r- (cos(&) + sin(#)- i) =r- (cos(@) —sin(f)- i) ,

og da —sin(f) = sin(—#) og cos(f) = cos(—h), sa far vi

Z =r-(cos(—0) +sin(—0)-i).

Heraf ses, at |E| =r og Arg(z)=-0.

Multiplikation og division i polzere koordinater

Hvis to komplekse tal z, og z, er givet i polare koordinater, altsd ved modulus og argument, kan

multiplikation og division udtrykkes simpelt.

Saetning 3

Bevis:

For ethvert komplekst tal z = 0 geaelder der, at

1

z

1

z

- L og Arg[

2

] = —Arg(2).

Vi skriver z péa formen z=r- (cos(&) + sin(6)- i) ,hvor = |z| og 0= Arg(z).

Da er den komplekst konjugerede til z givet ved z =r- (cos(—H) +sin(—6)- z’) ,

og derfor far vi ved at forlenge med z og anvende satning 1:

1 z _r (cos(—@) + sin(—6)-

z

1_1
z

N| | N

2 2
g ’

1 . .
Nu er — skrevet pa poler form, og vi ser, at
z

r

g

i) _1 (cos(—0) +sin(—6)-i).
r

1 1
z

og at Arg [l] =—0.
z
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Satning 4 For to komplekse tal z, og z, geelder der, at

|z1 -zz| = |zl|-|zz| og Arg(z, - z,) = Arg(z,) + Arg(z,).

Bevis: Vi skriver z, og z,pa formen
z, =7, -(cos(6,) +sin(b,)i) og z, =r, -(cos(f,) +sin(,)i),
hvor 7, :|zl| og 6, = Arg(z,), og tilsvarende r, :|zz| og 0, = Arg(z,).
Ved multiplikation far vi saledes
z,-z, =1,-(cos(f,) +sin(g,)i)- r, - (cos(6,) + sin(b, )i)
Z,Z, =11y (cos(&l )cos(#,) + cos(f,)sin(b,)i + sin(6, ) cos(b, )i + sin(@l)sin(é?z)iz)
z,-z, =1; -1, - (cos(6, ) cos(b, ) + cos(f, )sin(8, )i + sin(6, ) cos(8, )i — sin(f, )sin(b, )
22, =Ty ((cos(@l)cos(ﬁz) —sin(6, )sin(6,)) + (cos(f, )sin(b, ) + sin(6, )cos(@z))i)
ved brug af de to additionsformler for de trigonometriske funktioner:
cos(f, +6,) = cos(6,)cos(6,) — sin(f, ) sin(b,)
sin(6, + 0,) = cos(0, )sin(d,) + sin(#, ) cos(6,)
folger det nu at
z,-z, =1; -1, -(cos(d, +6,) +sin(6, +6,)i).

Nuer z, - z, skrevet pd polar form, og det fremgér at |z1 -zz| =71 = |zl| . |zz| og
Arg(z, - z,) = 0,+0,=Arg(z,) + Arg(z,).

Ovelse 9 Et komplekst tal er givet ved z = el = cos(f) +sin(A)i , dvs. z har modulus 1,

z| =1.
Et andet komplekst tal er givet ved w= |w| e = |w| -(cos(p) + sin(p)i) .

a) Tegn en skitse, der viser de punkter i den komplekse talplan, som reprasenterer de
tre komplekse tal z, w og z-w.

b) Formuler pa baggrund af skitsen en pastand om, hvilken sammenhang der er
mellem de to komplekse tal w og z-w, nér z har modulus 1.

T .

Ovelse 10 To komplekse tal er givet ved z, =3+2-i og z, =4- et
a) Benyt resultatet af gvelsen ovenfor til at bestemme de to komplekse tal, der

fremkommer ved at dreje hhv. z, og z, vinklen %omkring 0.

Saetning 5 For to komplekse tal z, og z, gelder der, at

—mo Ar[
= g Arg

|ZZ|

A i

; ]:Arg(zl)—Arg(zz).

2 Zy
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: : . e z
Ovelse 11 Bevis s&tning 5 ved at anvende satning 4 pa ligningen: z, =z, - —=.
Z

Ovelse 12 To komplekse tal er givet ved z, =—2—4i og z,=1-7i.

a) Bestem modulus og argument for z, og z,, og angiv z, og z, pa poler form.
b) Angiv ved anvendelse af s®tning 4 og s@tning 5 z, -z, og a2 pa polar form.
3

c) Tegn de fire komplekse tal z,, z,, z, -z, og 2 indiet koordinatsystem.

Z

To komplekse tal er givet ved z, =x, + y;i 0og z, =X, + »,i.

d) Giv en geometriske beskrivelse af, hvordan de to komplekse tal z, -z, og a

5
fremkommer afz, og z,.
Satning 6 For et komplekst tal z gelder der, at
z"|=|z|" og Arg(z") =n-Arg(z),
hvor 7 er et helt tal.
Bevis: Beviset er et induktionsbevis, som bygger pa at en bestemt egenskab gér i arv fra et tal i

reekken til det naste tal i raekken. Denne bevistype anvendes ofte, nar man skal vise, at
en bestemt formel gaelder for alle naturlige tal 1, 2, 3, 4, ...

Vi sikrer os allerforst, at det forste tal i rekken er "barer af egenskaben”, dvs. at vores
formler giver mening for det forste tal i rekken, somer n=1. Nar n=1, sa far vi

‘zl‘ = |z| = |z|l og Arg(zl) = Arg(z) = l‘Arg(Z) ,
dvs. formlen gaelder for n =1. Fortsaetter vi til det naste tal i raekken n =2, sé far vi
|z-z| = |z||z| = |z|2 og Arg(zz> = Arg(z) + Arg(z) = 2-Arg(z) ,

altsa geelder setningen ogsa for n =2 . Dvs. det forste (og det andet) tal i reekken er
“beerer af egenskaben”. Saddan kunne vi fortsatte, hvis talraekken var begranset, men
her skal vi jo vise, at formlerne gaelder for alle hele tal. Derfor laver man det lille trick,
at man antager, at et tilfeeldigt tal 1 reekken er “barer af egenskaben”, og derefter viser
man sd, at det efterfolgende tal bliver “barer af egenskaben”, og dermed har man jo
vist at alle tallene i reekken er baerer af egenskaben”.

Vi antager derfor nu, at det m "te tal i reekken er "berer af egenskaben”, dvs. at formlen
galder for n=m

‘z”" =|" og Arg(z”’ ) =m-Arg(z).

Vi vil nu vise, at sa bliver det neste tal i reekken #n =m +1 ogsé "berer af
egenskaben”, dvs. s vil formlerne ogsa gelde for n=m+1

Zm+1 og Arg<Zm+l>:(m_|_1)Arg(2)

+1
2" ‘
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Ved brug af potensregnereglerne og s@tning 4 samt antagelsen om, at s&tningen
galder forn =m, far vi

2| =l = [ el = el =
0g
Arg(z’"+I ) = Arg(z'" -z)
= Arg(z'” > + Arg(z)
=m- Arg(z)+ Arg(z)
=(m+1)-Arg(z).

Vi har nu vist, at tallet n=m 41 er "barer af egenskaben”, netop hvis tallet for n=m
er “berer af egenskaben” — altsa hvis et tal i reekken er “baerer”, sa arver det naeste tal i
reekken egenskaben! Men vi ved jo, at n =1 er "beaerer”, altsa er alle de efterfolgende
tal 1 reekken ogsa “baerere”! Hermed er induktionsbeviset fuldfert.

Vi kan altsa ifelge setning 6 skrive det komplekse tal z" pa formen
z" =|z[' (cos(n-0) + sin(n-0)i),
hvor 6 = Arg(z).

L Im
Eksempel 3  Et komplekst tal er givet ved z=1,1-¢€° . A
Sa kan tallene z", hvor n=1,2...,20, afbildes ° °
i den komplekse talplan som vist pa figuren. N ’i ¢
i
Ved omskrivning far vi nemlig o ¢
° %
™ i . o 5 » Re
Z"=1-e*)'=1L1"-e ¢ ° R
™ g ™ ° o ©
z" =1,1"-(cos(n-—) +sin(n-—)i). °
6 6
[ J

Da |z|=1,1>1, s vil \z"\=|z|” =1,1" blive
storre og sterre, nar n gennemlegbern =1,2...,20, og tilsvarende vil

Arg(z” ) =n- Arg(z) blive sterre og sterre, nar n gennemlebern =1,2...,20.

Ovelse 13 Et komplekst tal er givet ved z=2,3- et

a) Tegn punkterne der repraesenterer de komplekse tal z", n=12...,20 iden
komplekse talplan.
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Inden vi gar i gang med andengradsligningen, vil vi forst se pa n’te-gradsligningen z" = a, og derefter pa

den simple andengradsligning z* = a, hvor a er et komplekst tal.

Szetning 7 Ligningen z" =a , hvor a er et komplekst tal, har lesningerne

z = gfla] (cos(@ +227) +sin(2 +£2)i), p=0,1,2,...n—1,

hvor 6 = Arg(a).

Bevis: Vi finder forst modulus af z. Ifglge satning 6 geelder

og da ‘z"‘ = |a| far vi

n
2=l =ldl

og dermed

2l =4l

Herefter finder vi argumentet for z . Ifolge s@tning 6 gelder der, at

Arg(z”):n‘Arg(z):Arg(a),

dvs.

Arg(a)

n

Arg(z) =

Som tidligere navnt reprasenterer (r,6) og (r,H +p- 27r) , hvor p er et helt tal, det

samme komplekse tal. Da argumentet for a er 8, sa vil (r,9 +p- 27r) ,hvor p eret

helt tal, ogsa vere argument for a
Arg(a)=0+p-2m, peZ
og dermed
n-Arg(z)=0+p-2m, peZ

og ved division med » fér vi
Arg(z)=2 1 2on pez.
n o n

Bemark, at dette giver forskellige vinkler for p =0,1,2,..n—1.

Derfor kan lgsningerne til ligningen z" = a skrives som

z=2fla] - (cos(t +£2) +sin(2 +22)i), p=0,1.2,...n—1.

Af lgsningsformlen til ligningen z" = a ser vi, at alle lgsninger har samme modulus. Har man fundet
lgsningen for p =0 og afsat den i den komplekse plan, finder vi blot den naste losning ved at dreje den

forste losning vinklen 2 omkring O . De n lgsninger vil altsé ligge som hjerner i en reguler n-kant med
n

centrumi O.
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Man bruger ofte symbolet %fa foren vilkérlig af de n lgsninger i ligningen z" = a . Nar man leser en konkret

ligning, veelger man sé %fa til at veere én bestemt lgsning.

Eksempel 4 Vi vil lose ligningenz® =32.
Modulus af z er givet ved |z|=332 =2.

Argumentet af z er 0, da 32 ligger pa den positive del af den reelle akse. Argumenterne
for de 5 lesninger er sa

Arg(z)= 0+§-27r: 0, p=0,1,2,34.

Altsa er argumenterne til lasningerne 0, %’/T, gw, gvr og —m.

Losningerne til ligningen z° =32 bliver derfor
2 . 4 . 6 . 8 .

gﬂ'l gﬂ gﬂ'l 5
z,=2, zy=2-¢ , z,=2-¢° , z,=2-¢° o0g z,=2-¢

De 5 losninger er illustreret pa figuren nedenfor.

gﬂ'i
z,=2-¢€

Lesninger til ligningen z° = 32

Ligningen kan ogsa let lases ved hjlp af et CAS-vaerktej (her Tl-Interactive):
csolve(z’ =32, z) —

1,25664-i —1,25664-1 2,51327- —2,51327+i
z=e"% .0 or z=e M) or z=e2 or z=e P2 or z=2.

Bemark at CAS-programmet angiver hovedargumentet for de komplekse tal, dvs. det argument der ligger i

6 .
intervallet }—72'; 7[] . Fx er hovedargumentet for z=2- e ligmed —4m~—2,51327 .
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Ligningen z2 =q

Inden vi gar i gang med den generelle andengradsligning, vil vi forst se pd den simple andengradsligning,
Z2 =da.

Saetning 8 Andengradsligningen z*> = a har lesningerne
z==£,/|a|(cos(2) +sin(2)- i)
hvor |a| er modulus af @, og Arg(a) =40.

Bevis: Af satning 7 ses, at ligningen z° = g har redderne
z,= \/M(cos(%) +sin(%)- i) og z, = |a| (cos(% +7) +sin(4 +7)- i) )
Da cos(4+m) =—cos(£) og sin(4+ ) =—sin(4) ifelge enhedscirklen, gelder der, at
2 = la|(—cos(&) —sin(2)- i) = —f[| (cos(2) +sin(%)-i)
dvs. z, =—z,.
Alts4 har ligningen z° = a lesningerne

z = i\/M(cos(%) +sin($)-i).
Vi vil nu definere, hvad der skal forstas ved kvadratroden af et komplekst tal:

Definition 5  Kvadratroden af et komplekst tal a er givet ved
Ja = ld] (cos(2) +sin(%)-i),

hvor § = Arg(a).

Med denne definition kunne vi formulere setning 8 séledes:
Andengradsligningen z° = a har rodderne +Va .

Vi vil se pa beregningen af kvadratradder i nogle eksempler.

Eksempel 5 Vi vil lose ligningen z° = 4.
Tallet a =4 er jo et reelt tal, som ligger pa den positive del af den reelle talakse.

Derfor er argumentet for a : 6=Arg(a) =0 , og modulus af a : |a| =4 +0* =4,

Heraf folger, at £=0 og \/m =2, og dermed bliver lgsningerne til ligningen z° =4
som ventet

z==42(cos(0)+sin(0)-i) = £2.

Ved at erstatte tallet 4 i eksemplet ovenfor med et vilkarligt reelt tal a, hvor a >0 , kan vi se, at symbolet

Ja har samme betydning inde for de reelle tal og de komplekse tal, nar altsa blot a >0 .
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Eksempel 6

Ovelse 14

Eksempel 7

Vi vil lgse ligningen z° = —1.
Tallet a =—1 er et reelt tal, som ligger pa den negative reelle akse. Modulus af a er:
|a| =1, og argumentet for a er: Arg(a)= 6= . Dermed er \/m =1,0g¢=1.
Losninger til ligningen z° = —1bliver saledes

z=2I(cos(3) +sin(§)-i) = *i.

Ved brug af definitionen ovenfor far vi: V—1=1(cos(5) +sin(§)-i) =i . Vi ser altsa,
at det stemmer overens med det valg, vi foretog ved indferelsen af de komplekse tal.

Vis ved at generalisere ud fra eksemplet ovenfor, at hvis a >0 , sd erv—a = Ja-i.

Vi vil lgse ligningen z* =2 —3i .
0
Her er |a|=+/13 =3,60555 og 0 = Arg(a)=—0,98279, dvs. > =—0,49140.
Losningerne bliver derfor
z = £4/3,60555 - (cos(—0,49140) + sin(—0,49140)- i)

eller

z==4(1,67415—-0,89598-i).

Vi har nu set tre eksempler pa beregning af kvadratredder af komplekse tal. Man kan ifelge definition 5

uddrage kvadratroden af alle komplekse tal, mens man indenfor de reelle tal kun kan uddrage kvadratroden
af et tal, som er starre end eller lig med nul. Inden for de reelle tal geelder forskellige regneregler for radder,

som fx Va-b =+a-+/b . Disse regneregler geelder ikke altid inden for de komplekse tal.

Ovelse 15

Set a=b=—1 og vis, at brug af regnereglen va-b = Ja /b kan fere til en
modstrid.

6 timer med vejledning
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Andengradsligningen az? +bz% +c=0

Seetning 9 Andengradsligningen az” +bz+c=0,a+# 0, har losningerne
__—bEVd

2a
hvor d =b" —4ac.
Bevis: Da a # 0, kan vi omskrive andengradsligningen som folger:
az’ +bz+c=0
4a*z* +dabz +4ac=0 Ganger med 4a
4a*z* + 4abz +b* = b* —4dac Leegger b’ il og treekker 4ac fira pd begge sider
(2az + b)2 =b*> —4ac Anvender kvadratscetning pd venstre side

Nu kalder vi det, der star pa venstre side af lighedstegnet for y* og det, der star pa hejre
side for d, og fér sa ligningen

Yy =d.

Denne ligning har ifelge setning 8 lgsningen
v =£|d|(cos(@) +sin(2)-),

hvor 6 er et argument for d.

Da netop ~/d = :I:\/m (cos(£)+sin(%)-i), farvi y= +d , og dermed for

y=2az+b:
2az+b=+d
b+ \/E Treekker b fira og dividerer med 2a
z=—

pa begge sider
2a

Vi fér altsd, at lesningsformlen far det samme udseende som for reelle tal.

Eksempel 8 Vi vil lose ligningen
22 +(1—5i)z—8—4i=0 .
Ligningen har diskriminanten
d=(1-5i) —4-1-(—8—4i) =8+6i.
Vi far s& modulus af d til |d | =8> +6” =10, og vi finder argumentet @ for d ud fra
8 6
de to ligninger cos(d) =— og sin(d) =—.
gning )= OB mE)=os
Losningen er 6 =0,64350 og dermed er
£=0,32175.
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Nu kan vi beregne kvadratroden af d ved
Jd =10(cos(0,32175) +sin(0,32175)i) =3+ i,
og endelig kan vi beregne lgsningerne til

,_—(=5)EG+) _ 1+ 3i
B 2.1 2420

Ligningen kan ogsé lgses med et CAS-varktej (her TI-Interactive):

csolve(z> +(1—5-i)-z—8—4-i=0,z) » z=1+4+3-i or z=—2+42-i.

Andengradsligninger med reelle koefficienter

Sezetning 10  Hvis a, b og c er reelle tal, og d <0, s er de to redder i andengradsligningen
az’ +bz+c=0, hvor a#0,

hinandens konjugerede.

Bevis: Fra ovelse 14 ved vi, at N—a =~/a -i, hvor a er et reelt tal.

Her er d et reelt negativt tal, dvs. modulus af d er: |d | =—d , og dermed er

Jd =v=d-i=]d|i.

Vi far nu

B N L o
Ry 2a 8 Y 2a ’

— d
Da 2—b og @ begge er reelle tal, er z, =z og omvendt z, =Z,.
a a

Vi ser altsa, at i det tilfeelde, hvor en andengradsligning med reelle koefficienter ikke har nogen reelle redder,
vil der veere to komplekse redder, der er hinandens konjugerede.

Eksempel 9 Vi vil lose andengradsligningen z2—2z4+2=0.
Ligningen har diskriminanten d = (—2)* —4-1-2 = —4, dvs.
242

Jd = \/m-i: Ja-i=2i , og losningerne bliver sdledes z, = =1+1i og
Z, = 2= 21 =1-i.
2
Ovelse 16 Los andengradsligningen 2z° —12z + 50 = 0, og illustrér lesningerne i den komplekse

talplan.
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En simpel anvendelse

De komplekse tal har mange anvendelser bla. indenfor fysik (vekselstrem), fraktaler mm. Det vil fore for
vidt at komme ind pa disse her. I stedet vil vi illustrere en simpel anvendelse indenfor plangeometrien.

Eksempel 10 Betragt trekant ABC, hvor A4(1,2), B(—3,4) og C(5, 6). Vi vil rotere denne trekant
33° omkring O til en ny trekant 4, B,C, . Vi kan betragte trekanten i den komplekse
talplan, hvor hjernepunkterne repraesenterer de komplekse tal A=1+2i, B=—-3+4i
og C=5+6i.

33° , _33°
360° 180°

multiplicere tallene 4, B og C med z =e™*" =0,838671 + 0,544639 i .

Da 33°= - = 0,575959 radianer fremkommer den nye trekant ved at

Vi gennemforer beregningerne i et CAS-program (her TI-Interactive!):
33 .
A=142i:B=-3+44i:C:=5+6i:z:=¢e'
A =4-z——.250608 + 2.22198-i
B :=B-z——4.69457+1.72077-i
C, =C-z—.92551947.75522-i.

Dvs. hjernepunkterne i den nye trekant (se figur) repreesenter de tre komplekse tal
A =-0251 + 2.222i B =—-4.695+1.721i C, =0.926+7.755i.

Ved at betragte trekanten i den komplekse talplan kan vi ligeledes let finde er reekke sterrelser og punkter 1
trekanten:

A+B 142+ (-3+4i)
2 2 N

—1+3i

Midtpunktet af siden 4B:

A+B+C (1420 +(-3+4)+(5+6i) 3+12i
3 N 3 N

—1+4i

Tyngdepunktet for trekant ABC:
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Vinkel 4: Arg[%] = Arg(B — A)— Arg(C — 4) =108, 4°.
Im
A
C
B C—4
108,4°
B— A
108.4° ; 4
of » Re
1

Ovelse 17 Rotér trekant ABC i ovenstaende eksempel 55° omkring O , og illustrér resultatet i den
komplekse talplan.

Ovelse 18 Betragt trekant ABC i den komplekse talplan, hvor hjernepunkterne er repraesentanter
for de komplekse tal A=—-2+6i, B=1+45i og C=1-38i.

a) Bestem midtpunktet af hver af de tre sider i trekanten.

b) Bestem vinklerne i trekanten.

¢) Bestem trekantens tyngdepunkt.

Trekant ABC roteres 105° omkring O, hvorved der fremkommer en ny trekant
ABC,.

d) Bestem de komplekse tal, som hjernepunkterne i trekant 4 B,C, er reprasentanter
for i den komplekse talplan, og illustrér trekant ABC og trekant 4 B8,C, i den
komplekse talplan.

Materialet er en let omskrevet version af en note, som er skrevet af Hanne @stergaard, Naestved Gymnasium, og venligt stillet til
radighed for kommissionen. Noten kan findes her: http:/www.matnatverdensklasse.dk/uv-mat/cas/kompleks/index.htm.
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